1 INTRODUGAO A ALGEBRA EM CAMPOS DE GALOIS GF(2™)

1.1. INTRODUGAO

O propdsito deste texto ¢ apresentar a conceituagdo basica da algebra em Campos de Galois. A
abordagem usada para a apresentagdo deste assunto ¢ descritiva e com varios exemplos com o
objetivo de facilitar o entendimento da estrutura algébrica de cddigos de bloco lineares,
principalmente os BCH (Bose, Chaudhuri ¢ Hocquenghen) e Reed-Solomom (RS), sem nenhum
compromisso com o rigor matematico de teoremas e suas respectivas provas.

1.2. CAMPOS

Seja FF um conjunto de elementos sobre o qual duas operacdes binarias, a adicdo “+” e a
multiplicagdo “®”, sdo definidas. F, junto com as duas operagdes bindrias, ¢ um campo se as
seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. F ¢ um grupo comutativo sob +. O elemento identidade ¢ o 0 (zero).

2. O conjunto dos elementos nao zero em F ¢ um grupo comutativo sob ®. O elemento
identidade € o 1 (um).

3. A multiplicagdo ¢ distributiva sob adigao, i.e., para quaisquer a, b e c em F,

a-(b+c)=a-b+a-c

A partir da defini¢do pode-se afirmar que um campo possui pelo menos dois elementos: o
elemento identidade aditivo e o elemento identidades multiplicativo.

Outras definig¢des preliminares sobre um campo sao:

*  Ordem do campo: ¢ numero de elementos que compdem o campo.

»  FElemento aditivo inverso de a: é representado por -a.

= Elemento multiplicativo inverso de a: é representado por a ' (dado que a #0).

*  Subtragdo em um campo: a subtragdo de um elemento a por outro elemento b, ambos
pertencentes a um campo, ¢ definida como

A

a-b=a+(-b)

* Divisdo em um campo: a divisdo de um elemento a por um elemento ndo zero b,
ambos pertencentes a um campo, ¢ definida como

A
a+b=a-b"
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1. Introdugio a Algebra em Campos de Galois GF(2™)

= Campos de Galois: ¢ um campo com um numero finito de elementos representado por
GF(p), onde p ¢ um nimero primo.

A partir da defini¢do de um campo, um nimero basico de propriedades pode ser deduzido. Essas
propriedades sdo:

®  Propriedade 1: Para qualquer a a-0=0-a

Propriedade 2:  Para quaisquer a ¢ b ndo zeros a-b#0

Propriedade 3: Se a-b=0 e a#0 = b=0

Propriedade 4:  Para quaisquer a ¢ b em um campo —(a-b)=(-a)-b=a-(-b)

Propriedade 5: Para a#0, a-b=a-¢c = b=c

EXEMPLO 1

Considere o conjunto {0, 1} cujas operacdoes de adicdo e multiplicagdo moddulo-2 sao
apresentadas nas tabelas a seguir.

+ 0 1 . 0 1
0
1 1 0 1 0 1

—_
(=]

Este conjunto ¢ um campo de dois elementos sob adi¢do e multiplicagdo médulo-2, ou seja, € um
Campo de Galois, GF(2) = {0, 1}

* % %

EXEMPLO 2

Seja p um primo. Entdo, {0, 1, 2, ..., p - 1} € um conjunto de elementos sob adicio moédulo-p.Os
elementos nao zero {1, 2, ..., p - 1} formam um conjunto comutativo sob multiplicagdo méddulo-
p- A partir das defini¢gdes de adi¢ao e multiplicacdo mddulo-p e do fato de que a multiplicacio de
um numero real ¢ distributiva sobre a adi¢ao, entdo a multiplicagdo mddulo-p € distributiva sobre
a adi¢do moddulo-p. Portanto, o conjunto {0, 1, 2, ... , p - 1} é um campo de ordem p sob adicdo e
multiplicagdo mddulo-p. Este campo ¢ chamado de campo primo e ¢ representado por GF( p).

Para p = 2 tem-se o campo binario apresentado no Exemplo 1. Para p = 7, tem-se GF(7) = {0, 1,
2,3,4,5, 6} e as operagdes de adicao e multiplicacdo no campo sao:
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A subtragdo e a divisdo em GF(7) podem ser resumidas conforme as seguintes operagdes

+
3:2=3.27)=3-4=5

Para qualquer inteiro m ¢ possivel estender um campo primo GF(p) com p elementos para um
campo estendido GF(p™) com p”™ elementos. A ordem de qualquer campo finito estendido ¢é
poténcia de um primo.

A maioria das regras da aritmética ordinaria ¢ aplicada a aritmética dos campos finitos. Mas,
como o campo ¢ fechado sob a adigdo e ¢ finito, deve existir dois inteiros positivos m € n tal que
m<nm, e

Isso implica que

onde A é o menor positivo inteiro que satisfaz a igualdade e é chamado de caracteristica do
campo GF(g). A caracteristica A de um campo finito é primo. Consequentemente, para dois
inteiros k£ e m menores do que A,

k m
PRED
i=1

i=l

pois

zl:l=1 22:1=2 i1=3 il:k—l ﬁ:1=0.
=1 i=l i=l

i=l i i=l

Portanto existem A elementos distintos em GF(g). Isso mostra que existe um campo GF(A) sob
adicao e multiplicagdo de GF(g), ou seja, GF(A) é um subcampo de GF(q) Qualquer campo
finito GF(g) com caracteristica A, contém um subcampo GF(A). Se ¢ # A, entdo ¢ é uma poténcia
de .

Considere agora @ um elemento nao zero em GF(g). Deve existir dois inteiros positivos k e m tal
quem>ke
a =a
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multiplicando ambos os lados da equagio por a™, obtém-se
l=a

o que implica que deve existir um inteiro n tal que a " = 1. Este valor de n é chamado de ordem
do elemento a campo GF(q). A sequéncia a', a*, @, ... se repete apos a” = 1, e suas poténcias sdo
todas distintas. De fato, tais poténcias formam um grupo comutativo sob multiplicacdo em
GF(q). Um grupo ¢ dito ser ciclico se existir um elemento no grupo cujas poténcias constituem
todo o grupo.

Outras caracteristicas importantes de um campo finito sao:
= Seja a um elemento ndo zero de um campo finito GF(q). Entdo
a’ =1.
* Seja a um elemento ndo zero de um campo finito GF(q). Seja n a ordem de a. Entdo n
divide ¢ - 1. Em um campo GF(g), um elemento ndo zero a ¢ dito ser primitivo se a

ordemdea ¢q-1.

As poténcias de um elemento primitivo geram todos os elementos nao zero de GF(g). Todo
campo finito possui um elemento primitivo

EXEMPLO 3
Considere o GF(7)= {0, 1,2, 3,4, 5, 6}

A caracteristica deste campo € 7. Usando a tabela de multiplicagao apresentada no Exemplo 2 as
poténcias de 3 sdo: 31 =3, 3?2 = 2, 3= 6, 3*= 4,3 =5, 3% =1. Portanto, aordemde3é6e3 €0
elemento primitivo de GF(7). As poténcias de 4 em GF(7) sdo: 4' =4, 4> =2, 4* = 1. A ordem de
4 ¢ 3, que ¢ um fator de 6.

1.3. ARITMETICA NOS CAMPOS BINARIOS

Codigos podem ser construidos com simbolos a partir de qualquer campo de Galois GF(g), onde
g € um primo p ou uma poténcia de p. Em geral sdo construidos a partir de GF(2) ou GF (2") e,
consequentemente a aritmética usada ¢ a binaria. Na aritmética binaria a subtra¢do ¢ igual a
adicao.

A solucao de um sistema de equagdes binarias pode, por exemplo, ser resolvido da forma trivial
conforme mostrado a seguir.

X+Y=1 (1)

X+7Z=0 (2)
X+Y+Z=1 (3
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Somando (1) e (3), obtém-se
X+Y+X+Y+Z=1+41 = Z=0

Substituindo Z =0 em (2), obtém-se
X+0=0 = X=0

Substituindo X =0 em (1), obtém-se
0+Y=1 = Y=1

Outra solu¢do usando determinante de terceira ordem seria:

a,X +a,Y+a,Z=b,
a, X +a,Y+a,,Z=>5b, (4)
ayX +a,Y+a,Z=>b,

Substituindo (1), (2), e (3) em (4), obtém-se

1- X+1-Y+0-Z =1
- X+0-Y+1-Z=0 (5)
1- X+1-Y+1-Z =1

A solugdo para o determinante de terceira ordem ¢

ap 4 ap A4y

+a, -

ay, dy ay Ay

a3 dy Ay

D=a,- (azz Tl3; Ay a32)_a21 '(alz Tl — a4 'asz)+a31 '(alz T3 —dg 'azz)

Substituindo os valores de (5) em (6) obtém-se

0 1 10 1 0
D=[1 0 1|=1- -1. +1- =1-1-1-1+1-1
11 11 0 1 (7)

x=Lr oy P LD

D D D

b a, a; a, b a; a, a, b (8)
Dy =|b, a,, ayl Dy =la,, b, ay), D,=\ay ay b,

by ay, ay ay by ay ay  ay b
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Substituindo os valores de (5) e o resultado de (7) em (8) obtém-se

110 110 111
D,=l0 0 1, D,=1 0 1, D,=1 0 0

111 111 111
X=D,=0, Y=D,=1, Z=D,=0

Para o estudo de codigos de bloco lineares as operagdes polinomiais sdao de fundamental
importancia. Uma palavra bindria pode ser representada por um polindmio na forma:

fX)=fi+ X+, X+ + f,X"

Assim, a palavra bindria (101011), onde o bit mais significativo ¢ o bit mais a esquerda, pode ser
descrita pelo polindmio
F(X)=1+1X 40X’ +1X° +0X* +1X°

fX)=1+ X+ X+ X°
A adic¢do (ou subtragdo) de dois polindmios
aX)=1+ X+ X +Xx° e H(X)=1+ X+ X+ X'+ X’
pode ser feita da forma

[+ X +0X*+1X°+0X* +1X°+0X° +0X’
40X +1X°+1X° +1 X' +0X° +0X° +1X7

0+IX+1X’+0X° +1X* +1X° +0X° +1X’

aX)+bX) =X+ X+ X'+ X+ X’
A multiplicagdo dos mesmos polindmios a(X) e b(X) ¢ obtida fazendo

I+1X +0X°+1X° +0X* +1X° +0X° +0X’
140X 41X +1X° 41X +0X° +0X° +1.X7
1+1X 40X +1X° 40X +1X° 40X +0X
1IX2+1X° 40X +1X° +0X° +1X7 +0X° +0X°
IXC+1X +0X° +1X°+0X +1X°+0X° +0X"
IX*+1X° +0X° +1X7 +0X° +1X° +0X" +0X"
X7 +1X° 40X +1X"° +0X" +1X"” +0X" +0Xx"

[+ X +IX+1X +0 X +1 X+ 1 X + 1Y + 00X + 1 X +1X " + 00X +1X? +0X " +0X™

a(X)-b(X) =1+ X+ X+ X+ X+ X+ X + X+ X"+ x"
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Evidentemente, se a(X) = 0, entdo e a(X)-b(X) =0
Pode-se verificar que os polindmios sobre GF(2) satisfazem as seguintes condic¢des:

1. Comutativa:
a(X)+b(X)=b(X)+a(X)

a(X)-b(X) =b(X)-a(X)

2. Associativa:
a(X)+[b(X)+c(X)]=[a(X)+b(X)]+c(X)
a(X)-[b(X)-c(X)]=[a(X)-b(X)]-c(X)
3. Distributiva:
a(X)-[b(X)+c(X)]=[a(X)-b(X)]+[a(X)-c(X)]

A divisdo entre um polindmio f{X) e um polindmio g(X), no caso em que f{X) possui grau maior

ou igual do que g(X) e g(X) ndo ¢ zero, resulta em um quociente € um resto € a operacao pode ser
escrita na forma do algoritmo de divisao de Euclides como

f(X)=q(x)e(x)+r(x).
Se, por exemplo,
=X +X"+X'+X+1 e gX) =X +X+1

Entdo a divisdo de f{X) por g(X) pode ser feita conforme mostrada a seguir

X+ X+ X'+ Xx+1 | X’ +Xx+1

X0+ xt+x3 X’ +Xx°? (quociente)
X+ X +X+1

X+ X +Xx?

X +X+1 (resto)
Veja outro exemplo:

XP+x"+ X+ X+ X+ X+ X+ X2+ X+1 X"+ X'+ X+ X%+ 1
X2+ X+ x84+ x7+x3 X+ X +X+1

X0 X3 X+ X+ X%+ X+1

X4 x"+x0+x°+ X3

X34+ X+ X+ X%+ X+ 1

X3+ X+ x4+ X3+ X

X+ X'+ X+ X% +1

X+ X+ X3+ X% +1

0
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1. Introdugéo a Algebra em Campos de Galois GF(2")

Um polinémio f'(X) sobre GF(2), com nimero par de termos, ¢ divisivel por X + 1.

»  Polinémio irredutivel: Um polinomio p(X) sobre GF(2) de grau m ¢ dito irredutivel
sobre GF(2) se ele ndo for divisivel por nenhum outro polindmio sobre GF(2) de grau
menor que m mas maior que zero. Como exemplo, os polindmios

X2+ X+1;
X+ X+ 1
X+ X+1.

sdo irredutiveis. Para qualquer m > 1 existe um polindmio irredutivel de grau m.

= Qualquer polindmio irredutivel sobre GF(2)de grau m divide X* ™ +1.

EXEMPLO 4
Considere o polinémio X+ X +1. Entdo X>~ +1= X" +1 e verifica-se que

X"+1 |X*+x+1

X' +x3+x* X+ X2+ x+1
X +X*+1

X+ x3+x2

X+ X+ x%+1

X*+X*+Xx

X +X+1

X3+ X+1

0

»  Polinémio primitivo: um polindmio irredutivel p(X) de grau m ¢ dito primitivo se o
menor positivo inteiro z para o p(X) divide X"+ 1 én=2"- 1. Por exemplo,

pPX)=X*"+X+1
¢ irredutivel e primitivo pois p(X) divide X '° + 1 e nenhum X" + 1 para 1 <n < 15,

Por outro lado,
P =X"+ X+ X"+ X+1

¢ irredutivel mas ndo é primitivo pois além de p(X) dividir X '° + 1 ele também divide
X +1.

Nao ¢ facil reconhecer um polindmio primitivo. Para um dado m, pode haver mais do que um
polindmio primitivo de grau m. A tabela apresentada a seguir apresenta apenas um polindmio
primitivo para cada valor de m. Os polindmios apresentados sdo 0s que possuem O menor
numero de termos.
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Tabela 1.1 - Lista de polindmios primitivos [1]

m rX) m pX)

3 1+Xx+X°3 14 1+X+X0+x"0+xt
4 1+Xx+x* 15 1+X+Xx5

5 1+X*+X° 16 1+X+X°+X"72+x'0
6 1+X+Xx° 17 1+X°+x"

7 1+X°+X’ 18 1+X7+x"

8 1+X*+X°+x*+x%| 19 1+XxX+x°+x°+xP
9 1+X*+Xx° 20 1+X°+ X%

10 1+ X3+ x1° 21 1+ X2+ x2!

11 1+Xx2+x" 22 1+X+Xx%

12 1+X+X'+x°+x"| 23 1+X°+Xx%

13 1+X+X°+X*+x" | 24 1+x+xX*+X"+x*

EXEMPLO 5

[F(O1Y =[/(X)*]

Considere o polinémio f(X)=1+X + X’ . Entio,

Uma propriedade util de polindmios sobre GF(2) € que

(1.1)

f(XH)=1+X*+X°

X)) =(1+X+X )1+ X+ X)) =1+ X+ X+ X+ X+ X'+ X+ X'+ X°
AX)=1+ X"+ X°

0=

*
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1.4. CONSTRUGAO DE CAMPOS DE GALOIS GF(2™)

(Y321

Considere os dois elementos 0 e 1 de GF(2), um novo simbolo & ¢ a operagdo multiplicagdo
Logo,

0-0=0, o’ =a-a,

0-1=0, a=a-a-a,

1.1=1, : (12)
0-a=a-0=0, a’ =a-a----a (jvezes),
lra=a-1=1,

Da operagao de multiplicagdo definida acima, tem-se que

0-a’=a’-0=0,
l-a/ =a’ - 1=a’, (1.3)

o -a’=a’ o =a™.
Agora tem-se um conjunto de elementos sobre o qual uma operagao “-” ¢ definida:
F={0Lada, - 0, -}
Note que o elemento 1 €, muitas vezes, escrito como « 0
Considere agora a condigéo sobre o elemento & de forma que o conjunto F contém somente 2"

elementos e estd fechado sob multiplicagdo “-” definida por (1.2). Seja p(X) um polindmio
primitivo de grau m sobre GF(2). Admita que p(o) = 0, ou seja, o € uma raiz de p(X). Uma vez

que p(X) divide X*" ™' +1, tem-se:
X" +1=q¢(X)p(X). (1.4)

Substituindo X por o em (1.4),

ol 1= pla)-qgla) = ' T+l= q(a)-0 => o +1=0,

e ainda
o’ =1=a". (1.5)

Portanto, existe um elemento a” ~~ # 0, a partir do qual os elementos do conjunto F tornam-se
repetitivos, ou seja, torna-se finito, contendo os seguintes elementos:

F'={0,1,a a% -, a* 2}. (1.6)

Uma vez que o subconjunto {0, 1} forma um subcampo de GF(2"), GF(2) é um subcampo de
GF(2™), também chamado de base do campo (ground field).
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A constru¢cdo de um Campo de Galois, a partir de um polindmio primitivo, resulta em dois tipos
de representacdo para os seus elementos: a representacdo por poténcia mostrada em (1.6) e a
representacao polinomial, obtida na constru¢do do campo, conforme mostrada no Exemplo 6.

EXEMPLO 6

Seja m = 4 e considere o polinémio primitivo sobre GF(2), p(X) = 1 + X + X *. Admitindo que o
seja uma raiz do polindbmio, entdo p(a) = 0, ou seja,

O=l+a+a’ = a'=l+a
A partir da relagio acima pode-se construir um GF(2*) como se segue:

ad=aa =al+a)=a+a’
ad=a-d =a(a+a’)=a’+a’

7 6 2 3 3 4 3 3
a=a-o=0a+a)=a+a" = +l+a=1+0+
d=a-ad =al+a+)=a+a’ +a' =a+a’ +1+a=1+a’

22 _

o at =1+’

Tabela 1.2 - GF(2% gerado por p(X) =1+ X+ X 4

REPRESENTACOES
POR POTENCIA POLINOMIAL VETORIAL | POR POTENCIA POLINOMIAL VETORIAL
0 0 (0000) a’ 1+a+a’ (1101)
=1 1 (1000) a® 1+ a? (1010)
a' o (0100) a’ a+ o’ (0101)
o’ a’ (0010) '’ 1+ a+ o? (1110)
o’ a’ (0001) ol a+ o+ o’ (0111)
o' 1+a (1100) a? l+a+a’+a® (1111)
o’ a+ a’ (0110) o 1+a*+a? (1011)
ot a’+ o’ (0011) a' 1+ a’ (1001)
%* % %

Note que pelo fato dos Campos de Galois serem finitos, algumas operagdes algébricas triviais
sdo realizadas de forma singular se comparadas com as operagdes equivalentes da algebra
comum.
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A adicdo entre dois elemento de campo ¢ mais facilmente realizdvel com os elementos em sua
representacao polinomial, conforme mostrado no Exemplo 7.

EXEMPLO 7
Seja o GF(2*) gerado por p(X) = 1 + X+ X *. A adicdo entre os elementos &’ ¢ & é
o +o =a+d +l+a+a’ =1+’ +a’ =a”

Ou seja,

A multiplicagdo entre elementos do campo ¢ mais facilmente realizada com os elementos em sua
representagio por poténcia, observando que o campo termina com o elemento @’ >, conforme
(1.6), e que o proximo elemento seria a” ' =1=a", conforme (1.5). Logo, na operagio de
multiplicagdo entre elementos de um campo, o expoente do elemento produto ndo deve exceder
2" - 2, uma vez que elementos com expoentes maiores do que estes sdo elementos ja existentes
no campo. Assim, quando o expoente de um produto exceder 2" - 2, deve-se reduzir o expoente

para o expoente de um elemento pertencente ao campo e este expoente nada mais € do que o
resto da divisdo do expoente excedente por 2" - 1. Veja Exemplo 8.

EXEMPLO 8
Seja 0 GF(2") gerado por p(X) =1+ X+ X *. O elemento de ordem mais alta do campo é

2m=2 14
a =a .

. 12 . I
Considere agora os elementos ¢’ e &'%. O produto entre esses dois elementos ¢

Note que '’ > a'* e assim, o expoente deve ser reduzido fazendo 19 + (2" -1)=19+15=1¢
o resto ¢ 4. Logo,

A operacdo de divisdo entre dois elementos do campo deve ser pode ser feita por meio do
produto do dividendo pelo inverso do divisor, lembrando que

i

a-a’=a-@-aH=a (" -a’).
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EXEMPLO 9

Seja o GF(2*) gerado por p(X) =1+ X+ X*. A divisdo de & por ar'*.é

7

(24 _ m_ _ _
12=a7‘a12=a7‘(6¥2 l‘a12)=a7.(a15‘a12)=a10
o
Portanto,
7
(24 10
=
(94
% % %

1.5. PROPRIEDADES BAsICAS DE UM CAMPO DE GALOIS GF(2™)

A seguir sdo apresentadas algumas propriedades basicas importantes de um Campo de Galois
GF(2™).

=  SOBRE AS RA{ZES DE UM POLINOMIO

Um polindmio com coeficientes de GF(2) pode nao ter raizes em GF(2) mas ter raizes em um
campo de extensdo GF(2").

EXEMPLO 10

X*+ X7+ 1 ¢ irredutivel sobre GF(2), entretanto, ele tem raizes em GF(2*). Dos elementos de
GF(24) dados na Tabela 1.2, os elementos o, o', o> e a'* s30 raizes de X * + X > + 1. Pode-se
verificar isso, para a7, fazendo

@)+ @y +1=a®+o* +1=(1+o’+a’)+ (@’ +a’)+1=0
O mesmo se verifica para a'', o'’ e a'*. Pode-se verificar também que:

X+o)(X+a'y X+ o) X+ah
_ [Xz + (067 + OC“)X+ OCIS] [Xz + (OCB + (X14)X+ OC27]
=X2+ X+ o)) (X + o’ X+ a'?)
:X4+ (068 + 0616)X3 + (alz + 0610+ 063)X2 + (azo + OLS)X"‘ 0(15
=X*+Xx°+1
% % %

Seja £ (X) um polindmio com coeficientes de GF(2). Se um elemento S de GF(2") é uma raiz de
f(X), entdo o polindmio f(X) também tem como raizes /)’21 para qualquer / > 0. O elemento ﬂzl
¢ chamado de conjugado de p.

Os 2" - 1 elementos ndo zero de GF(2™) formam todas as raizes de X* ™' +1
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EXEMPLO 11

O polinémio fAX) =1+ X> + X* + X’ + X° tem como raiz o elemento &*, do GF(2*) apresentado
na Tabela 1.2, conforme mostrado a seguir.

flaY=1+a"+ad"“+o” +a” =1+a” +a+a’ + &’

=l+(+a+a’+)+a+(a+a’)+(a+a’)=0

Os conjugados de o sdo

(0!4)2 =a,8; (61,4)22 — 0!16 = (0[4)23 =a,32 =0(2

Note que (aH* = o™ = a’. Assim, @, @, o sido raizes de flX)=1+ X +x*+X° + X% Pode-

se verificar ainda que & e seu conjugado &'’ sdo raizes de fAX) =1+ X° + X* + X° + X°.
Portanto, fAX) =1+ X> + X* + X° + X° possui seis raizes.distintas no GF(2") da Tabela 1.2.

% % %
= SOBRE POLINOMIOS MINIMOS

Seja fum elemento em GF(2™), e seja e o menor inteiro ndo negativo tal que 5° = /. Entdo,

e—1

o) =T x+8%) (1.7)

¢ um polindmio irredutivel sobre GF(2) e é chamado de polindmio minimo de £.

O polindmio minimo ¢(X) de um elemento fem GF(2") divide X* ™ +1

EXEMPLO 12

Considere o GF(2*) gerado por g(X) =1+ X+ X* Seja 8 = . Os conjugados de Bsio:
pr=a, pF=a’ p*=a"=a

O polinémio minimo de = & ¢ entdo

X)) =X+ X+a® )X +a”) (X +a)

IX)=[X+(@+a )X+’ [ X +(@*+) X +a’']

IX)=( X+’ X+’ X+’ X +a°)
pX)=X'+(@+a )X +(@°+°+a )X+ (@ +a’) X +a”
X)) =X+ X+ X+ X +1
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Todos os polindmios minimos dos elementos do GF(2*) gerado por g(X) = 1 + X + X * sdo
apresentados na Tabela 1.3.

Tabela 1.3 - Polindmios minimos dos elementos do GF(2*) gerado por g(X) =1 + X + X*

Raizes conjugadas Polinbmios minimos
0 X
1 X+1
oo, o, o X4+ x+1
a’, o o, a X'+ X+ X2+ X+1
a’, o' X +Xx+1
a,7’ an’ a,13, o™ X+ xi+1

O grau e de um polindmio Se e é o menor inteiro tal que B> = 3, entdo e é também o grau do
polindmio minimo @X) de um elemento fem GF(2"). Além disso, e < m.

Em particular, o grau do polindmio minimo de qualquer elemento em GF(2™) divide m. Note que
todos os graus dos polindmios minimos dos elementos do GF(2") apresentados na Tabela 2.3 sdo
sdo fatores de 4.

. SOBRE ELEMENTOS PRIMITIVOS

Na construg¢do do campo de Galois GF(2™) foi utilizado um polindmio primitivo p(X) de grau m
e definido que o elemento « fosse uma raiz de p(X). Uma vez que as poténcias de & geram todos
os elementos ndo zero de GF(2™), & é um elemento primitivo.

Se 3 é um elemento primitivo em GF(2"), todos os seus conjugados A%, 3%, sdo também
elementos primitivos de GF(2").

EXEMPLO 13

Considere o campo de Galois GF(2") dado pela Tabela 1.2. As poténcias de p= o’ sio

B =18 =a", B =a" p=a=a" ' =a®=a",
St o’ = at=a B = a®=at f=a*=a,
S a0 0 =a"=a" f = a" =0 2= a™ =’

Observa-se claramente que as poténcias de B = « ' geram todos os elementos ndo zeros de
GF(2'), assim # = o’ é um elemento primitivo de GF(2"). Os conjugados de 8 = o’ sdo

2 14 22 13 23 11
ﬂ =a , =a, =

Pode-se verificar que eles sdo os elementos primitivos de GF(2"™).
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Se ¢ um elemento de ordem n em GF(2m), todos os seus conjugados tem a mesma ordem
n. Lembrar que n ¢ o menor inteiro positivo tal que " = 1.

EXEMPLO 14

Considere o elemento o > em GF(24) gerado por p(X) = 1 + X + X *. Uma vez que
(@*)* =a® =a’, entdo o tnico conjugado de & é (@) = a'°. Ambos &> e &' tem
ordem n = 3, pois (@’)’ = («'’)’ = 1. O polinémio minimo de &’ ¢ X*+ X + 1, cujo grau ¢
um fator de 4. Os conjugados de &’ sdo @°, @’ e a'*. A ordem de todos eles é n = 5.

* %k %k

1.6. CALCULOS UTILIZANDO ARITMETICA DOS CAMPOS DE GALOIS GF(2™)
Nesta se¢do serdo apresentados alguns exemplos de calculos usando aritmética sobre GF (2%).
EXEMPLO 15

Considere as equacdes lineares sobre GF(2*) gerado por g(X) =1+ X+ X",

X+a'Y=a (1.8)
a*X+a'Y =o' (1.9)

Multiplicando (1.9) por &, obtém-se
X+ad'Y=a (1.10)
Somando (1.8) com (1.10) com o auxilio da Tabela 1.2, obtém-se

(@ +a Y=o +a’

(l+a+a’+a+a’+a )Y = +1+a+a’

I+ =l+a+a’ +a’ (1.11)
aSY — alZ = Y = alZ .a15—8 = Y = alZ 'a7

Y=o
Substituindo (1.11) em (1.8)

X+od' - a'=a* => X=a’+a" = X=d*+a+a*+’

X=a+a’ = X=ca'.

Alternativamente o sistema de equacdes pode ser resolvido pela regra de Cramer:
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ot o
X_a,4 ot _a10+a11_1+a3_a14_ .
- 71— 8 19 = 2 = 5—0!,
]l o a +a a+a o
alz aS
a o
v a” o od'+at a+dd o,
= 71~ .8 9 = = s=0.
1l « a +a a+o o
alZ a8

EXEMPLO 16

Admita que se deseje resolver a equagdo a seguir, sobre GF(2*) gerado por g(X) =1 + X+ X *,
apresentado na Tabela 2.1.

fX)=X*+ad’'X+a=0
Nio ¢ possivel aplicar a formula quadratica porque ela requer uma divisdo por 2 e, em GF(2%),
2 =0. Se fiX) = 0 tem alguma solucdo em GF(2*), a solugdo pode ser encontrada substituindo X,

na equagio, por todos os elementos do campo gerado por g(X) =1+ X+ X",

Procedendo assim encontra-se

fl@)=@V+ad -a*+a=a"+a" +a=0,

f(@)=@"V+a - +a=a’+a* +a=0.
Assim, a® e '’ sdo raizes de fX), e
) =X+aHXx+a=x’+ @+ x+a=x’+a’X +a

Este ¢ um procedimento de célculo tipico requerido para a decodificagdo de codigos tais como os
BCH e Reed-Solomon.

1.7. ESPAGOS VETORIAIS

Seja V' conjunto de elementos sobre os quais uma operagdo adicdo binaria, "+", ¢ definida.
Considere que uma operagdo multiplicagdo, "-", entre os elementos de um campo F e os
elementos de V seja também definida. O conjunto V' ¢ um espago vetorial sobre o campo F se as
seguintes condi¢des forem satisfeitas:
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1. V € um grupo comutativo sob adi¢ao.
2. Para qualquer elemento a em F' e qualquer elemento vem V, a ® v ¢ um elemento em V.
3. Lei distributiva: para quaisquer elementos v e u em Ve quaisquer elementos a € b em F,

a-(u+tv)=a-uta-v.
(a+b)-v=a-v+b-v.

4. Lei associativa: para qualquer v em Ve quaisquer a e b em F,
(a-b)y-v=a-(b-v).
5. Seja 1 o elemento unitario de F. Entdo, para qualquervem V, 1 - v=1v.
Os elementos de V' sao chamados vetores, € os elementos do campo sdo chamados escalares. A
adigdo sobre V ¢ chamada de adi¢do vetorial, e a multiplicagdo que combina um escalar em F
comum vetor em V € chamado produto vetorial. O elemento identidade aditivo de V' ¢ 0.

Algumas propriedades basicas de um espaco vetorial /' sobre um campo F' sdo:

1. Seja 0 o elemento zero do campo F. Para qualquer vetorvem V, 0-v=0.

2. Para qualquer escalarcem F, ¢ - 0=0.

3. Para qualquer escalar ¢ em F' e qualquer vetor vem V, (-¢) - v=—c - (-v) = -(c - v). Isto &,
(-¢) - vouc - (-v) € o aditivo inverso do vetor ¢ - v.

Considere uma seqii€ncia ordenada de n componentes, (ao, a, .., a”'l), onde cada elemento ai é
um elemento do campo binario GF(2), (i.e., @' = 0 ou 1). Esta seqiiéncia é geralmente chamada
uma n-tupla sobre GF(2). Como ai pode assumir dois valores distintos, pode-se construir 2" n-
tuplas distintas.

Seja ¥, o conjunto das 2" n-tuplas distintas sobre GF(2). Uma adi¢do, +, sobre V,, é definida da
seguinte forma: para qualquer

u= (u(), Uty oo un_1) c V= (V(), Vi oo s Vn-l)

emV,,
u+v=_(uyt+vo, U+ vi, ..., Up-1 T V1),

onde u; + v; € uma operacgdo adicdo mddulo-2.

Claramente, u + v ¢ também uma n-tupla em GF(2), consequentemente, V, ¢ fechado sob adicao

modulo-2, ou seja, V, € um grupo comutativo sob adi¢ao. A n-tupla toda zero, 0 = (0, 0, ..., 0), é
o elemento identidade aditivo. Admita uma n-tupla toda zero z = (0, O, ... , 0). Para qualquer v
em V,,

v+z= (V0+Zo, Vi +Zl, cee s Vil +Zn_1) = (V0+ 0, v+ O, eee s V-l + 0)

O elemento aditivo inverso de cada n-tupla € ela propria.
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Uma multiplicagdo escalar de uma n-tupla em V, por um elemento a em GF(2) ¢ como se segue.

Para qualquer

V= (Vo, Vg eeny Vn-l) cm Vn,
e qualquer a de GF(2),
a-v=a- o, Vi, ..., vp1)=(@-vo,a-viy,..,a-vy1),
onde a - v; ¢ uma operacao multiplicacio mddulo-2. Claramente, a - (vo, Vi, ... , V4.1) € também

uma n-tupla em V. Se

a=1,1-o, Vi, e , Vi) = (1 - vo, 1 - vi, oy 1= vp) = (Vo, Vi, oy Vio1).
O conjunto ¥V, de todas as n-tuplas sobre GF(2) formam um espago vetorial sobre GF(2).
EXEMPLO 17

Seja n = 5. O espac¢d vetorial Vs de todas as 5-tuplas sobre GF(2) consistem dos seguintes 32
vetores:

(00000), (00001), (00010), (00011), (00100), (00101), (00110), (00111),
(01000), (01001), (01010), (01011), (01100), (01101), (01110), (01111),

(10000), (10001), (10010), (10011), (10100), (10101), (10110), (10111),
(11000), (11001), (11010), (11011), (11100), (11101), (11110), (11111).

* % %

EXEMPLO 18
A somade (10111) e (11001) ¢

(10111) +(11001) = (1+1, 0+1, 1+0, 1+0, 1+1) = (01110).
Usando a regra de multiplicagdo escalar definida anteriormente, obtém-se:

0-(11010) = (0-1, 0-1, 0-0, 01, 0-0) = (00000).
1-(11010)=(1-1,1-1, 1:0, 1-1, 1-0) = (11010).

* % %

Se S € um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial /' sobre um campo F, e ntdo, S ¢ um
subespaco de V' se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. Para qualquer dois vetores u e vem S, u + v ¢ também um vetor em S.
2. Para qualquer elemento a em F e qualquer vetor u em S, a - u estd também em S.
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EXEMPLO 19
Considere o espago vetorial V5 de todas as n-tuplas sobre GF(2) dado no Exemplo 18. O

conjunto {(00000), (00111), (11010) e (11101)} € um subespaco vetorial de Vs pois satisfaz as
duas condicdes estabelecidas para tal.

Sejam vy, v,, ..., Vi, k vetores num espago vetorial V' sobre um campo F. Seja ay, ay, ..., ax, k
escalares de F. A soma
a\vy +avy + ... +apvi
¢ chamada de combinacdo linear de vy, vy, ..., Vi.
A soma de duas combinagdes lineares de vy, vy, ..., Vg,
(a1V1 + asvy + ... aka) + (b1V1 + b2V2 + ... kak) = (a1+b1)V1 + (a2+b2)V2 + ... (ak+bk)vk,
¢ uma combinagao linear de vy, v, ..., V.
O produto de um escalar ¢ em F' e uma combinagdo linear de vy, vy, ..., Vg,
c-(avitava+..+avp)=(c-a))vi+t(c-ax))va+... +(c-apvy,

¢ também uma combinagao linear de vy, vo, ..., V.

Se vy, vy, ..., V¢ k vetores em um espago vetorial /' sobre um campo F, entdo o conjunto de todas
as combinagdes lineares vy, v, ... , V¢, formam um subespaco de V.

EXEMPLO 20

Considere o espago vetorial Vs de todas as n-tuplas sobre GF(2) dado no Exemplo 12. A
combinagdo linear de (00111) e (11101) sdo

0-(00111)+0 - (11101) = (00000)
0-(00111)+1-(11101)=(11101)
1-(00111)+0-(11101)=(00111)
1-(00111)+1-(11101)=(11010)

Estes quatro vetores formam o mesmo subespaco vetorial do Exemplo 19.

* % %

Um conjunto de vetores vj, vz, ... , Vx em um espago vetorial V" sobre um campo F ¢ dito ser
linearmente dependente se e somente se existem k escalares aj, ay, ... , a; de F, ndo todo zero, tal
que aivi +ava + ... +apvi=0.
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Um conjunto de vetores vi, vz, ... , v € dito ser linearmente independente se ele nao ¢
linearmente dependente. Isto €, se vy, va, ..., v, sdo linearmente independentes, entdo

avy +axvo + ...t apvi #0.
Exceto, ai=a=...=a;=0.
EXEMPLO 21
Os vetores (10110), (01001), e (11111) sao linearmente dependes, uma vez que
1-(10110) + 1- (01001) + 1- (11111) = (00000);

entretanto, os vetores (10110), (01001), e (11011) sdo linearmente independentes. Todas as oito
combinagdes lineares desses vetores sdo apresentadas a seguir.

0-(10110) + 0- (01001) + 0- (11011) = (00000),
0- (10110) + 0- (01001) + 1- (11011) = (11011),
0- (10110) + 1- (01001) + 0- (11011) = (01001),
0- (10110) + 1- (01001) + 1- (11011) = (10010),
1- (10110) + 0- (01001) + 0- (11011) = (10110),
1- (10110) + 0- (01001) + 1- (11011) = (01101),
1- (10110) + 1- (01001) + 0- (11011) = (11111),
1- (10110) + 1- (01001) + 1- (11011) = (00100).

* % %

Considere o espago vetorial V, de todas as n-tuplas sobre GF(2). Considere as n-tuplas e; que
possuem um Unico elemento ndo zero na i-€sima posi¢ao, conforme mostrado a seguir.

e,.1=(0,0,0,0,..,0,1).

As n-tuplas e; sdo linearmente independentes e todas as 2" n-tupla (ao, a1, ay, ... , ay,q) em V,
podem ser obtidas a partir de combinacdes lineares de e;, como se segue.

(ao, a1, a, ..., ap1) = acey + aies + azey + ... + ap1€,1.
Portanto, as n-tuplas e; formam uma base do espaco vetorial V,, cuja dimensao € n.

Se k <ne vy, vy ..., Vi sd0 k vetores linearmente independentes em V, , entdo todas as
combinagoes lineares de vy, vy, ... , Vi da forma

u=civitcvy+ .. +cpve
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formam um subsespaco S de ¥, , k-dimensional, ou seja, existem 2* possiveis versdes distintas
de v,.

Seja u = (uo, ui, ... , Up-1) € v=_(vo, vi, ... , vp.1) duas n-tuplas em V,. O produto interno deuev ¢
definido como

Uu-v=uyvotuvit..+u,1vuyt,

onde as adi¢des e produtos sdo operagdes modulo-2. Assim, o produto interno u - v € um escalar
em GF(2). Se u - v=0, u e v sao ditos ortogonais entre si.

O produto interno tem as seguintes propriedades:
lLLu-v=v-u.
22u-(vtw)=u-v+u-w.

3.(au) - v=a(u-v).

Seja S um subespaco k-dimensional de V, e S; um conjunto de vetores em V), tal que para
qualquer uem Se vem S;, u - v=_0.0 conjunto S; contém pelo menos a n-tupla toda zero 0 =
(0, 0, ..., 0), uma vez que para qualquer u em S, 0 - u = 0. Assim, para qualquer elemento a em
GF(2) e qualquer v em S; Portanto, a - v estd também em S,.

Seja v e w quaisdquer dois vetores em S;. Para qualquer vetor u em S,
u-(v+tw)y=u-v+u-w=0+0=0.

Isso significa que se v e w sdo ortogonais a u, o vetor v + w ¢ também ortogonal a u.

Consequentemente, v + w € um vetor em S;. Desta forma, S; ¢ também um subespago vetorial de

V.. Este subespaco S, ¢ chamado de espacgo nulo ou espago dual de S.

Se S um subespago vetorial do espaco vetorial V, de todas as n-tuplas sobre GF(2), a dimensao
do seu espago nulo Sy € n - k. Em outras palavras,

dim (S) + dim (S,) = n.
EXEMPLO 22

Considere o espago vetorial V5 de todas as n-tuplas sobre GF(2) do Exemplo 12. Os oito vetores
seguintes formam um subespacgo tridimensional S de V.

(00000), (11100), (01010), (10001), (10110), (01101), (11011), (00111).
O espago nulo S, de S consiste dos seguintes quatro vetores:
(00000), (10101), (01110), (11011).

Sz pode ser construido a partir dos vetores (10101) e (01110) que sdo linearmente independentes.

Assim, a dimensdo de Sy € 2.
* % %
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1.8. MATRIZES

Uma matriz k X n sobre GF(2) ¢ um arranjo retangular com £ linhas e n colunas,

oo 8o oo - Bonm
G= g:IO 8 81 o i
8r-10 8i-11 k12 - hkoin-

onde cada g;; com 0 <i < ke 0 <j<n éum elemento do campo binario GF(2). A matriz G pode

também ser representada pelas suas £ linhas gy, g1, ... , 8.1 como se segue
2o
G=| ®
81

Se as k (k < n) linhas de G sdo linearmente independentes, entdo as 2° combinacdes das linhas
formam um subespago k-dimensional do espago vetorial V.

A troca de posicdes das linhas de G ou soma de uma linha com uma outra constituem o que ¢
chamado de operagdes elementares de linhas. Fazendo operagdes elementares nas linhas de G
pode-se obter uma outra matriz G’ que gera o mesmo subespago k-dimensional.

EXEMPLO 23

Considere uma matriz G, 3 X 6, sobre GF(2),

1 10110
G=(0 01 110
01 0011

Somando a terceira linha com a primeira e trocando a terceira linha com a segunda, obtém-se

1 001 01
G=/01 0 0 1 1
001110

Ambas as matrizes G e G’ geram o seguinte subespaco
(000000), (100101), (010011), (001110),(110110), (101011), (011101), (111000).

Este ¢ um subespago tridimensional do espago vetorial Vg de todas as 6-tuplas sobre GF(2).
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Se existe um subespaco S gerado por G, k X n, sobre GF(2), entdo existe um subespago Sy cuja

dimensdo ¢ n - k. Sejam hy, hy, ... , h,; vetores linearmente independentes de S;. Se esses
vetores geram S, entdo pode-se formar uma matriz H, (n - k) X n, usando hy, hy, ..., h,4; como
linhas:
ho hoo hm "' hO,n—l
hn—k—l hn—k—l,o hn—k—l,l hn—k—l,n—l

Devido ao fato de que cada linha g;de G ¢ um vetor em S, e cada linha h;de H é um vetor em S,
o produto interno de g;e h; deve ser zero (g;- h; = 0).

Para qualquer matriz G, k X n, sobre GF(2), com k linhas linearmente independentes, existe uma
matriz H, (n - k) X n, sobre GF(2) com n - k linhas linearmente independentes tal que para
qualquer linha em g; em G e qualquer linha h; em H, g; - h; = 0. O subespago gerado por G ¢ o
espaco nulo gerado por H e vice-versa.

EXEMPLO 24

Considere a seguinte matriz 3 X 6, sobre GF(2):

1 10110
G=(0 01 1 10
01 0011

A matriz que gera o espaco nulo do subespago gerado por G ¢

1
H=|0
1

—_— = O

1
1
0

S O =
S = O
- O O

Pode-se verificar facilmente que cada linha de G ¢ ortogonal a cada linha de H e vice-versa.

* Kk %k

Duas matrizes podem ser somadas se elas possuirem o mesmo numero de linhas € 0 mesmo
numero de colunas. Se A = [a;] € B = [b;] sdo matrizes k X n, entdo [a;] + [b;] = [a; + bij] que
também ¢ uma matriz k X n.

Duas matrizes podem ser multiplicadas desde que o nimero de colunas da primeira matriz seja
igual ao niimero de linhas da segunda matriz. Se A = [a;] ¢ uma matriz k X n e B = [b;] ¢ uma
matriz k X /, entdo C = A XB = [¢;].
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Na matriz resultante k£ X /, ¢; € igual ao produto interno da i-€sima linha a; em A e a j-ésima
coluna b; em B; isto ¢

Seja G uma matriz k X n sobre GF(2). A matriz transposta de G, denotada por G, ¢ uma matriz
n X k cujas linhas sdo colunas de G e cujas colunas sdo linhas de G.

Uma matriz k X k, denotada por I; , ¢ chamada de matriz identidade se ela tem 1’s na sua
diagonal principal e o resto ¢ zero.

Uma submatriz de uma matriz G ¢ uma matriz que foi obtida por descarte de determinadas linhas
ou colunas de G.

1.9. EXERCciclos
1. Resolva o sistema de equacdes abaixo utilizando aritmética mdodulo-2.

X+Y+W=1
X+Z+W =0
X+Y+Z+W =1
Y+Z+W =0

2. Mostre que X~ +X° + 1 é irredutivel sobre GF(2).

3. Encontre todos os polinomios irredutiveis de grau 5 sobre GF(2).

4. Construa uma tabela para GF(2’) a partir do polinémio primitivo p(X) = 1 + X + X °,
mostrando todos os elementos em sua forma de poténcia, polinomial e vetorial. Encontre a

ordem de todos os elementos.

5. Construa uma tabela para GF(2°) a partir do polinémio primitivo p(X) = 1 + X* + X°. Seja @
um elemento primitivo de GF(2’). Encontre os polindmios minimos de &’ ¢ a’.

6. Seja o um elemento primitivo de GF(2°). Use a Tabela 1.1 para encontrar as raizes do
polinémio AX) =X+ a® X*+ &’ X+ o’.

7. Seja arum elemento primitivo de GF(2*). Divida o polinémio fAX) = &> X’ + aX®+ o’ X* +
a’X*+ a' X+ 1 sobre GF(2*) pelo polindmio g(X) =X*+ o’ X* + &’ X + 1 sobre GF(2%.

Encontre o quociente e o resto (use a Tabela 1.1).

8. Seja a um elemento primitivo de GF(2*). Use a Tabela 1.1 para resolver o sistema de
equacdes abaixo.
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1. Introdugéo a Algebra em Campos de Galois GF(2")

X+a’Y+Z=a'
X+a¥+a'Z=a’

> X+Y+a'Z=a
9. Dadas as matrizes

Q
I
S = —
—_ =
—_—_ O
—_ O —
(e R
o = O
- o O
S8
I
o o o =
o o = O
oS = O O
- o O O
—_ O = -
S —~ = -
=)

10. Encontre um subespaco vetorial tridimensional de Vs sobre GF(2) e determine seu espago
nulo.
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1. Introdugéo a Algebra em Campos de Galois GF(2")

TABELAS DE GF(2™)PARA1<m< 8 [1]

ANEX0 1.1

Os elementos dos campos apresentados nas tabelas a seguir estdo representados em sua forma
vetorial, antecedido pela poténcia do elemento. O bit mais a direita da palavra binaria ¢ o bit de
ordem mais alta do vetor. Por exemplo, em GF(2*) o elemento & é representado como

7 |

1101

Que na forma polinomial fica 1 + @+ ¢. Ouseja, & =1 + o+ .

1. GF(2*) gerado por p(X) =1 + X+ X°

- 000 0 100 1 010 2 001
3 110 4 011 5 111 6 101
2 GF(2%) gerado porp(X) =1+ X+ X 4
- 0000 0 1000 1 0100 2 0010
3 0001 1100 5 0110 6 0011
7 1101 8 1010 9 0101 10 1110
11 0111 12 1111 13 1011 14 1001
3. GF(2°) gerado por p(X) = 1 + X*+ X°
- 00000 0 10000 1 01000 2 00100
3 00010 00001 5 10100 6 01010
7 00101 8 10110 9 01011 10 10001
11 11100 12 01110 13 00111 14 10111
15 11111 16 11011 17 11001 18 11000
19 01100 20 00110 21 00011 22 10101
23 11110 24 01111 25 10011 26 11101
27 11010 28 01101 29 10010 30 01001
4. GF(2%) gerado por p(X) = 1 + X+ X°®
- 000000 0 100000 1 010000 2 001000
3 000100 4 000010 5 000001 6 110000
7 011001 8 001100 9 000110 10 000011
11 110001 12 101000 13 010100 14 001010
15 000101 16 110010 17 011001 18 111100
19 011110 20 001111 21 110111 22 101011
23 100101 24 100010 25 010001 26 111000
27 011100 28 001110 29 000111 30 110011
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1. Introdugio a Algebra em Campos de Galois GF(2™)

4. GF(2°%) gerado por p(X) =1 + X+ X° (continuacdo)

31 101001 32 100100 33 010010 34 001001
35 110100 36 011010 37 001101 38 110110
39 011011 40 111101 41 101110 42 010111
43 111011 44 101101 45 100110 46 010011
47 111001 48 101100 49 010110 50 001011
51 110101 52 101010 53 010101 54 111010
55 011101 56 111110 57 011111 58 111111
59 101111 60 100111 61 100011 62 100001

5. GF(2') gerado por p(X) =1+ X’ + X’

- 0000000 0 1000000 1 0100000 2 0010000
3 0001000 4 0000100 5 0000010 6 0000001

1001000 8 0100100 9 0010010 10 0001001
11 1001100 12 0100110 13 0010011 14 1000001
15 1101000 16 0110100 17 0011010 18 0001101
19 1001110 20 0100111 21 1011011 22 1100101
23 1111010 24 0111101 25 1010110 26 0101011
27 1011101 28 1100110 29 0110011 30 1010001
31 1100000 32 0110000 33 0011000 34 0001100
35 0000110 36 0000011 37 1001001 38 1101100
39 0110110 40 0011011 41 1000101 42 1101010
43 0110101 44 1010010 45 0101001 46 1011100
47 0101110 48 0010111 49 1000011 50 1101001
51 1111100 52 0111110 53 001111 54 1000111
55 1101011 56 1111101 57 1110110 58 0111011
59 1010101 60 1100010 61 0110001 62 1010000
63 0101000 64 0010100 65 0001010 66 0000101
67 1001010 68 0100101 69 1011010 70 0101101
71 1011110 72 0101111 73 1011111 74 1100111
75 1111011 76 1110101 77 1110010 78 0111001
79 1010100 80 0101010 81 0010101 82 1000010
83 0100001 84 1011000 85 0101100 86 0010110
87 0001011 88 1001101 89 1101110 90 0110111
91 1010011 92 1100001 93 1111000 94 0111100
95 0011110 96 0001111 97 1001111 98 1101111
99 1111111 100 1110111 101 1110011 102 1110001
102 1110000 104 0111000 105 0011100 106 0001110
107 0000111 108 1001011 109 1101101 110 1111110
111 0111111 112 1010111 113 1100011 114 1111001
115 1110100 116 0111010 117 0011101 118 1000110
119 0100011 120 1011001 121 1100100 122 0110010
123 0011001 124 1000100 125 0100010 126 0010001
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6. GF(2%) gerado por p(X) =1 + X* + X° + X* + Xx*®

- 00000000 0 10000000 1 01000000 2 00100000
3 00010000 4 00001000 5 00000100 6 00000010
7 00000001 8 10111000 9 01011100 10 00101110
11 00010110 12 10110011 13 11100001 14 11001000
15 01100100 16 00110010 17 00011001 18 10110100
19 01011010 20 00101101 21 10101110 22 01010111
23 10010011 24 11110001 25 11000000 26 01100000
27 00110000 28 00011000 29 00001100 30 00000110
31 00000011 32 10111001 33 11100100 34 01110010
35 00111001 36 10100100 37 01010010 38 00101001
39 10101100 40 01010110 41 00101011 42 10101101
43 11101110 44 01110111 45 10000011 46 11111001
47 11000100 48 01100010 49 00110001 50 10100000
51 01010000 52 00101000 53 00010100 54 00001010
55 00000101 56 10111010 57 01011101 58 10010110
59 01001011 60 10011101 61 11110110 62 01111011
63 10000101 64 11111010 65 01111101 66 10000110
67 01000011 68 10011001 69 11110100 70 01111010
71 00111101 72 10100110 73 01010011 74 10010001
75 11110000 76 01111000 77 00111100 78 00011110
79 00001111 80 10111111 81 11100111 82 11001011
83 11011101 84 11010110 85 01101011 86 10001101
87 11111110 88 01111111 89 10000111 90 11111011
91 11000101 92 11011010 93 01101101 94 10001110
95 01000111 96 10011011 97 11110101 98 11000010
99 01100001 100 10001000 101 01000100 102 00100010
103 00010001 104 10110000 105 01011000 106 00101100
107 00010110 108 00001011 109 10111101 110 11100110
111 01110011 112 10000001 113 11111000 114 01111100
115 0o111110 116 00011111 117 10110111 118 11100011
119 11001001 120 11011100 121 01101110 122 00110111
123 10100011 124 11101001 125 11001100 126 01100110
127 00110011 128 10100001 129 11101000 130 01110100
131 0o111010 132 00011101 133 10110110 134 01011011
135 10010101 136 11110010 137 01111001 138 10000100
139 01000010 140 00100001 141 10101000 142 01010100
143 00101010 144 00010101 145 10110010 146 01011001
147 10010100 148 01001010 149 00100101 150 10101010
151 01010101 152 10010010 153 01001001 154 10011100
155 01001110 156 00100111 157 10101011 158 11101101
159 11001110 160 01100111 161 10001011 162 11111101
163 11000110 164 01100011 165 10001001 166 11111100
167 01111110 168 00111111 169 10100111 170 11101011
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6. GF(2%) gerado por p(X) = 1 + X* + X° + X* + X* (continuacio)

171 11001101 172 11011110 173 01101111 174 10001111
175 11111111 176 11000111 177 11011011 178 11010101
179 11010010 180 01101001 181 10001100 182 01000110
183 00100011 184 10101001 185 11101100 186 01110110
187 01111011 188 10100101 189 11101010 190 01110101
191 10000010 192 01000001 293 10011000 194 01001100
195 00100110 196 00010011 197 10110001 198 11100000
199 01110000 200 00111000 201 00011100 202 00001110
203 00000111 204 10111011 205 11100101 206 11001010
207 01100101 208 10001010 209 01000101 210 10011010
211 01001101 212 10011110 213 01001111 214 10011111
215 11110111 216 11000011 217 11011011 218 11010100
219 01101010 220 00110101 221 10100010 222 01010001
223 10010000 224 01001000 225 00100100 226 00010010
227 00001001 228 10111100 229 01011110 230 00101111
231 10101111 232 11101111 233 11001111 234 11011111
235 11010111 236 11010011 237 11010001 238 11010000
239 01101000 240 00110100 241 00011010 242 00001101
243 10100010 244 01011111 245 10010000 246 11110011
247 11000001 248 11011000 249 01101100 250 00110110
251 00011011 252 10110101 253 11100010 254 01110001
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