1 LIMITES FUNDAMENTAIS NA TEORIA DA INFORMAGAO

O trabalho de Shannon sobre a teoria da informacgao, publicado em 1948, estabelece a base
tedrica para que sistemas de comunicacdes sejam eficientes e confidveis.

Os principais topicos abordados nessas notas de aulas sdo:

* A Entropia como uma medida basica de informacao.

* O Teorema da Codificagdo de Fonte e algoritmos de compactacdo de dados.

» [nforma¢do Mutua ¢ sua relacdo com a capacidade do canal de informagdo para a
transmissao de informacao.

» Teorema da Codifica¢do de Canal como base para comunicacdes confidveis.

* Teorema da Capacidade de Informag¢do como a base para a solugdo de compromisso
entre a largura de faixa do canal e a relagdo sinal-ruido.

1.1. INTRODUGAO

No contexto das comunicagdes, a teoria da informagao fornece uma modelagem matematica
que permite responder duas questdes fundamentais:

1. Qual ¢ a complexidade irredutivel abaixo da qual um sinal ndo pode ser comprimido?
2. Qual ¢ a maxima taxa de transmissdo para uma comunicagdo confidvel em um canal
ruidoso?

As respostas para as duas questdes acima definem bem as duas principais vertentes da teoria
da informagao: codificagdo de fonte e codificagcdo de canal.

1.2. INCERTEZA, INFORMAGAO E ENTROPIA

Suponha que um experimento probabilistico envolva a observagdo da saida de uma fonte de
eventos discretos em unidades de intervalo de tempo. Estes eventos podem ser modelados
como varidveis discretas aleatorias (sx) que fazem parte de um conjunto ou alfabeto (S).
Assim, S = {s¢, §1, ... , Sk.1} com probabilidades P(S = sx) = pi, para k=0, 1, ..., K-1, que
satisfaz a igualdade

K-1

Y. =1,

k=0

Além disso, admita que os simbolos emitidos pela fonte sejam estatisticamente
independentes. Uma fonte com tais propriedades ¢ definida como fonte discreta sem memoria.
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1. Limites Fundamentais da Teoria da Informagao

O termo sem memoria tem o sentido de que o simbolo emitido a qualquer tempo ¢é
independente de uma escolha prévia.

A quantidade de informag¢do produzida pela fonte estd associada a incerteza ou surpresa. Se
nao ha surpresa ndo hé informagdo. A quantidade de informagao, /(sy), obtida por um evento,
Sk, € definida como:

[(Sk):k)gz(ij (1.1)

Pk

NOTA DO PROFESSOR

Conforme mencionado no livro texto, a base do logaritmo ¢ arbitraria. Entretanto, uma vez
que os sistemas de comunicagdes digitais operam com base bindaria, a base do logaritmo ¢ 2.
Como consequéncia, cada simbolo de uma fonte discreta sem memoria apresenta, neste caso,
uma quantidade de informacdo em numero de bits, que depende exclusivamente da
probabilidade de ocorréncia de cada simbolo.

A quantidade de informagdo apresenta as seguintes propriedades:

1. I(sk)=0 para p, =1

2. I(sk)ZO para 0<p, <1
3. I(sk)>](sl) entdo p,<p,
4. Ilses,)=1(s,)+1(s,)

A quantidade de informa¢do produzida por uma fonte durante um intervalo de tempo
arbitrario depende do conjunto de simbolos emitidos pela fonte. A média da quantidade de
informagao /(s;) de uma fonte de alfabeto (S) ¢ dada por

H(S)=E[1(s,)]

K-l . 1.2
H(S):Zpk 10g2£L] (2

k

H(S) que ¢ definida como entropia. A entropia determina a quantidade média de informacao
por simbolo (evento) da fonte.
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0 PROPRIEDADES DA ENTROPIA

Limitantes:
0<H(S)<log, K (1.3)
Consequéncias:

1. H(S) =0, se e somente se a probabilidade p; = 1 para um dado valor de k e todas as
outras probabilidades sdo iguais a zero. Neste caso ndo hé incerteza.

2. H(S)=log: K, se e somente se p; = 1/K, ou seja, todos os simbolos sdo equiprovaveis.
Neste caso a incerteza ¢ maxima.

Nos canais de comunicagdo digital, uma fonte de grande interesse ¢ a fonte bindria sem
memoria. Para essa fonte ¢ interessante o entendimento do comportamento da entropia em
funcdo da probabilidade de ocorréncia dos eventos "0" e "1". Esse comportamento ¢ mostrado
no Exemplo 1.1.

EXEMPLO 1.1

Considere uma fonte discreta sem memoria que emite os simbolos so = 0 e s; = 1, com
probabilidades pj e p;, respectivamente. A entropia desta fonte ¢

= 1 1 1
H(S) = Zpk logz(p_J =Do logz(_j + P 10g2[_]
k=0 k

Dy D

Masp1 =1 — po-

H(S)= p, log{i}r(l_po)logz(l 1 J

Po —Po
Consequentemente, a entropia da fonte torna-se
H(p0)=—p0 log, po_(l_po)logz(l_po) (1.4)

Onde, H(py) ¢ chamada de fung¢do entropia e

1. Quando py =0, H(S) = 0.
2. Quando p; =1, H(S) =0.
3. A entropia ¢ méxima quando p; = py = Y.

A figura apresentada a seguir apresenta a funcdo entropia em fungdo de py.
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Probabilidade de simbolo

Figura 1.1 - Fungao entropia de uma fonte discreta sem memoria.

1.3. TEOREMA DA CODIFICACAO DE FONTE

A codificacdo de fonte ¢ o processo pelo qual os dados de uma fonte discreta sao
representados de forma a permitir uma transmissao eficiente. Probabilidades diferentes para a
ocorréncia dos simbolos de uma fonte discreta podem ser exploradas para uma codificagao de
fonte com um codigo de comprimento variavel. Entretanto, cédigos de comprimento variavel
exigem o conhecimento prévio da estatistica da fonte. Um exemplo clédssico de codigo de
comprimento variavel ¢ o Codigo Morse, que faz uso da estatistica da fonte. Na construgdo do
codigo, Morse observou que na lingua inglesa a letra e ¢ a letra que aparece com maior
frequéncia e no Cédigo Morse ela ¢ representada por um “-”. Por outro lado, a letra g ¢ a letra

2

que ocorre com menos frequéncia e € representada pela sequéncia “- - - -”.

No caso especifico dos sistemas de comunicagdes digitais ¢ conveniente que dois requisitos
funcionais sejam satisfeitos:

1. As palavras codigos devem estar na forma binaria.
2. As palavras codigos devem ser inequivocamente decodificaveis.

O comprimento médio das palavras cddigos de uma codificacdo de fonte ¢ determinado por

=

L= pl, (1.5)

0

>~
Il

onde /; ¢ o nimero de bits da palavra codigo correspondente ao simbolo £.
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PRIMEIRO TEOREMA DE SHANNON

TEOREMA DA CODIFICACAO DE FONTE

Dada uma fonte discreta sem memoria de entropia H(S), o comprimento médio das palavras
codigos para um esquema de codificacgdo livre de distor¢ao ¢ limitado como

L>H(S). (1.6)

De acordo com o Primeiro Teorema de Shannon a entropia representa um limite fundamental
do nimero médio de bits por simbolo necessarios para representar uma fonte discreta sem
memoria. Em outras palavras, um esquema de codificacdo de fonte pode ser feito de modo
que o comprimento médio das palavras codigos seja tdo pequeno quanto a entropia, mas
nunca menor do que ela. Assim, eficiéncia de codificacdo pode ser definida pela relagdo

n=—>. (1.7)

Uma vez que o Teorema da Codificagao de Fonte admite que L=H (S), entdo o maior valor
possivel para a eficiéncia de codificagdo de fonte ¢ igual a unidade.

1.4. COMPACTAGAO DE DADOS

Para uma transmissao eficiente as informagdes redundantes devem ser removidas do sinal que
serd transmitido. Neste texto os termos compactacdo e compressdo apresentam significados
distintos. Aqui, o termo compactag¢do esta associado a um processo onde nao ha perda de
informagdo, enquanto o termo compressdo € usado nos processos em que se admite perda de
informagdo. Em outras palavras, a compactagdo o mesmo que uma compressao sem perdas.
Na compactacdo de dados, o processo de codificagdo de fonte ¢ limitado, necessariamente,
pela entropia da fonte.

o CODIGOS PREFIX0S
Um codigo prefixo ¢ um cddigo de fonte que apresenta decodificagdo inequivoca, ou seja, sua
decodificag@o nao resulta em ambiguidade. Um codigo prefixo ¢ aquele que nenhuma palavra

codigo € prefixo para qualquer outra palavra codigo.

DEFINICAO:  Um prefixo, com i bits, € a parte inicial de qualquer palavra cédigo com 7 bits,
sendo i < n.

Para ilustrar o conceito, observe a tabela a seguir.
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Tabela 1.1 - Exemplos de codigos de fonte.

Simbolo Probabilidade Cadigo I Cadigo I1 Cddigo I11
So 0,5 0 0 0
St 0,25 1 10 01
Sz 0,125 00 110 011
S3 0,125 11 111 0111

A partir do apresentado na Tabela 1.1 verifica-se que:

1. O Codigo I ndo ¢ um codigo prefixo.
2. O Codigo IT € um coddigo prefixo.
3. O Codigo III ndo ¢ um coédigo prefixo.

A decodificagdo de um codigo prefixo pode ser feita de acordo com uma arvore de decisdo. A
arvore de decisdo pode ser construida de acordo com as seguintes regras:

1. A partir de um estado inicial criam-se dois ramos. Para um ramo ¢ atribuido o bit "0" e
para o outro um bit "1".

2. Se houver uma palavra cddigo com apenas um bit, o ramo correspondente a palavra
codigo deve ser terminado com o simbolo correspondente.

3. O(s) ramo(s) ndo terminado em simbolo deve ser bifurcado em novos dois ramos. Para
um ramo ¢ atribuido o bit "0" e para o outro um bit "1".

4. Se houver uma palavra codigo com dois bits, o ramo correspondente a palavra codigo
deve ser terminado com o simbolo correspondente.

5. O(s) ramo(s) ndo terminado em simbolo deve ser bifurcado em novos dois ramos. Para
um ramo ¢ atribuido o bit "0" e para o outro um bit "1".

6. Este procedimento se repete até que todos os ramos terminem em simbolos.

Para o Codigo II, a arvore de decisdo estd apresentada na Figura 1.2. Note que sua
decodificagdo ¢ inequivoca e instantdnea.

Estado inicial

Figura 1.2 - Arvore de decodificagdo para o Céodigo I1.
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A sequéncia 1011111000... ¢ inequivocamente decodificavel e corresponde correspondente a
sequéncia de simbolos s; 5352 So So.

Uma condi¢@o necessaria, mas nao suficiente, para que um cddigo possa ser um codigo
prefixo ¢ atender a desigualdade de Kraft-McMillan, definida como:

>~

27 <1 (1.8)

0

>~
Il

Assim verifica-se que:

e Para o Codigo I:

K-1
27 =242 4224272 =15
k=0
e Para o Cédigo II:
K-1
D2 =242 427 +27 =1
k=0

e Para o Codigo III:
K-1
D2 =242 427 +27 =0,9375
k=0

Observacoes:

1. O Cédigo I viola a desigualdade de Kraft-McMillan.

2. A desigualdade de Kraft-McMillan foi satisfeita pelos Cddigos II e III, entretanto,
apenas o Codigo II ¢ um codigo prefixo.

3. O Codigo III ¢ inequivocamente decodificavel apesar de ndo ser um cddigo prefixo,
ou seja, um codigo inequivocamente decodificavel ndo precisa ser, necessariamente
um codigo prefixo, entretanto, sua decodificacdo ndo € instantanea.

0 ALGORITMO DE HUFFMAN

O procedimento de Huffman para a criacdo de um codigo prefixo consiste de um pequeno
conjunto de regras. Essas regras sdo apresentadas no exemplo apresentado a seguir.

EXEMPLO 1.2

Suponha uma fonte discreta sem memoria S = {sy, 51, $2, 53, S4} com probabilidades P(S = sy)
= {0,4; 0,2; 0,2; 0,1; 0,1}. Um cddigo prefixo pode ser obtido de acordo com o conjunto de
regras apresentadas a seguir (algoritmo de Huffman).

1. Os simbolos da fonte sdo listados em ordem decrescente de probabilidade. Aos dois
simbolos de menor probabilidade, localizados no pé da coluna, sdo atribuidos os 0 e 1.
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So 0,4
S1 0,2
52 0,2
53 01 |°
S4 0,1 '

2. Os dois simbolos de menor probabilidade sdo agrupados em um unico simbolo, cuja
probabilidade ¢ a soma das probabilidades. As probabilidades sdo novamente listadas em
ordem decrescente de probabilidade em uma segunda coluna. Por um motivo que sera
explicado posteriormente, na reordenacdo dos simbolos por ordem decrescente de
probabilidade o novo simbolo, resultado do agrupamento, foi colocado na posi¢do mais
alta possivel, sem violar a ordem decrescente de probabilidade.

So 0,4 » 04
S1 0,2 \ » 0,2
52 0,2 \\—> 02 |°
53 0,1 —“\—> 02 |
S4 0,1 —

3. O procedimento ¢ repetido até que restem apenas dois simbolos, aos quais s3o atribuidos
novamente os bits 0 e 1.
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S0 0,4 — 0,4 \ > 0,4 \ - 06 |"
S1 0,2 \ > 0,2 \\—> 0,4 —“\—> 04 |
52 0,2 \\—> 0,2 —"\—> 02

53 0,1 —"\—> 02 H

S4 0,1 —

4. As palavras cédigos bindrias sdo obtidas fazendo o caminho inverso, a partir da ltima
coluna, em direcdo a primeira coluna, anotando-se os bits encontrados em cada percurso,
até cada simbolo listado na primeira coluna, conforme mostrado nas figuras a seguir.

So 0,4 [ 04 \ " 04 \ o 06 |

s 0.2 \ o 02 \\—' 0.4 —"\—> 04 |

S 0,2 \\—> 0,2 —“\—> 02 so = 00
53 0,1 —"\—> 02 H

sa |01 [
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* 0,6

0,4

-~

* 0,6

0,4

0,6

0,4

0,4 104 N1
=N L \\* -
02 \\ o N\
o PN

o1 M

0.4 > 04 > 0,4
02 \x o BN\
o PN\ b

o1

0,4 104 N 0,4
= N = \\* -
ANMEME
0,1 LN 02

01
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\
\

0,4
\

0.4 B\

AW
AW

02 —

1

S0 0.4 [ 04
S1 0,2 \ > 0,2
S2 0,2 \\—' 0,2
53 0,1 —"\—> 0,2
Sa 0,1 —

O resultado da codificagdo est4 apresentado na Tabela 1.2.

Tabela 1.2 - Palavras codigos obtidas no Exemplo 1.2.

O comprimento médio ¢ das palavras codigos obtidas neste exemplo é:

K-1
L= Z P, =0,4(2)+0,2(2) +0,2(2) +0,1(3) + 0,1(3)
k=0

S0

_S1 |
_52 |

S3
S4

L = 2,2 bits/simbolo

Sendo a entropia determinada por:

1S)= p, logz(

k=0

! J = 0,410g2(
P

+O,llog2(

H(S)=2,12193 bits/simbolo

A eficiéncia obtida nesta codificacao ¢:
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H(S) 212193
L 2,2

n= n=0,9645

A arvore de decisao para o codigo do Exemplo 1.2 estd mostrada na Figura 1.3.

Figura 1.3 - Arvore de decodificagdo para o codigo do Exemplo 1.2.

% ko osk

O processo de codificagdo de Huffman ndo ¢ tnico. Pelo menos duas variagdes no processo
de codificagdo sdo possiveis.

1. No agrupamento dos simbolos, o rétulo 0 e 1 para cada simbolo ¢ arbitrario, poderia
ser 1 ¢ 0. Entretanto, a mesma conveng¢ao deve ser mantida do inicio ao fim.

2. A colocagdo de simbolos combinados com mesma probabilidade que outro(s), na
posicao mais alta da coluna, também ¢ arbitrario, poderia ndo ser na posi¢ao mais alta.

Qualquer que seja a forma arbitrada para a codificacdo, o comprimento médio do codigo
sempre sera o mesmo, entretanto, a colocacdo de simbolos combinados com mesma
probabilidade que outro(s), na posi¢do mais alta da coluna, resulta em uma menor variancia

do comprimento das palavras codigos.

.« A . . r . 2 4 b
A variancia do comprimento das palavras codigos, 67, ¢ determinada por

o> =I§pk(lk -1 (1.9)
k=0
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NOTA DO PROFESSOR

Suponha a sequéncia 00010110111000. Verifica-se através da arvore de decisdo apresentada
no Exemplo 1.3 que a sequéncia ¢ inequivocamente decodificavel como sendo Sy; S3; S2; Sa;
S 1€ S().

Conclusao: Este exemplo mostra que o algoritmo de Huffman produz um codigo prefixo com
comprimento médio préximo da entropia e inequivocamente decodificavel.

Conforme mostrado pelo Primeiro Teorema de Shannon € possivel obter um cdodigo cujo
comprimento médio das palavras codigos seja igual a entropia, ou seja,

L =H(S). (1.10)

Isso ocorre quando a probabilidade de um evento ¢ igual ao inverso da base numérica da
codificacdo elevado ao comprimento da palavra codigo correspondente a este evento. Em
outras palavras,

p, =27 (1.11)

Entretanto, isso ¢ uma casualidade uma vez que ¢é necessario que a correspondéncia
estabelecida por (1.11) ocorra para todas as probabilidades e suas respectivas palavras
codigos. Para esta condigdo particular, diz-se que o codigo prefixo estd casado com a fonte.
Note que o Codigo II ¢ um coédigo que atende esta condigdo, ou seja, ¢ um codigo prefixo
casado com a fonte.

Quando um cddigo ndo ¢é casado com a fonte € possivel obter um comprimento médio das
palavras coédigos tdo proximo da entropia quanto desejado por meio de um codigo prefixo
estendido. Para isso é necessario estender a fonte original S para uma fonte S”, ou seja, o
comprimento médio das palavras codigos aproxima-se da entropia na medida em que o valor
de n é aumentado na fonte estendida. Como o nimero de simbolos de uma fonte estendida S”
¢ K", a diminui¢do do comprimento médio do cddigo tem como prego um aumento da
complexidade de decodificagao.

o EXTENSAO DE UMA FONTE DISCRETA SEM MEMORIA

Considere a fonte discreta sem memoria S = {so, 51, ... , Sx.1} com um numero de simbolos K
=3 ¢ com probabilidades P(S = sx) = pi, para k=0, 1, ..., K-1, logo

S :{SO’Sl’ Sz}

P(S = s1) = {po; p1; p2}.

Considere os blocos formados conforme apresentado na Tabela 1.3.
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Tabela 1.3 - Extensdo da fonte S em S2.

Blocos SoSo | SoS1 | SoS2 | SiSo $151 S1S2 | S280 | S281 | S282

Simbolos Go G (o2 O3 Oy Cs Cs o7 (o1

Probabilidades | po. po | po. p1 | po- p2 | P1- po | p1- p1 | P1- P2 | P2- Po | P2 P1 | P2 D2

Entao,
={O'0,O'1,..., 0'8}

¢ chamada de fonte estendida que tem K" simbolos, onde n ¢ o nimero de simbolos da fonte
discreta que, combinados, compdem cada novo simbolo da fonte estendida, ou seja,

K" =3% =9 simbolos
A entropia da fonte estendida ¢
H(S")=nH(S) (1.12)

EXEMPLO 1.3
Suponha uma fonte discreta sem memoria S = {s¢, 51, 52} com probabilidades P(S = s;) =

{0,6; 0,3; 0,1}. Admita que essa fonte deva ser codificada com um codigo prefixo com
eficiéncia igual ou maior do que 0,95.

Codificacio da fonte S
0

So 0,6 * 0,6

0 N 0
S 0,3 » 04 1 §| = 11?

Sy =

52 0,1

1

= Kz pil, =0,6(1)+0,3(2)+0,1(2)

L= 1,4 bits/simbolo

—i‘i lo L =0,6lo L +0,31o L +0,11o L
k:Opk 25 2. ,0108, 0.6 »0 108, 03 ,110g, 0.1

H(S)=1,295 bit/simbolo
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H(S) 1295
nz#z ’14 n=0,925 A eficiéncia estd abaixo da especificagao.
Codificacio da fonte S*
Blocos SoSo | SoS1 | SoS2 | SiSo | SiS1 | S1S2 | S2S0 | S281 | S282
Simbolos Oo ()] (o3} O3 O4 O;s O¢ o7 (o7
Probabilidades | 0,36 | 0,18 | 0,06 | 0,18 | 0,09 | 0,03 | 0,06 | 0,03 | 0,01
Go| 0,36 » 0,36 » 0,36 » 0,36 » 0,36 » 0,36
61| 0,18 » 0,18 » 0,18 » 0,18 > 0,18 \—> 0,28
0
o3| 0,18 » 0,18 » 0,18 » 0,18 > 0,18 \\> 0,18
0\*
o4 | 0,09 » 0,09 » 0,09 \ » 0,12 0,16 0,18 1
0
o, | 0,06 » 0,06 \ » 0,07 \\+ 0,09 0,12 T
0
os| 0,06 - 0,06 \\* 0,06 —\+ 0,07 1
0\* 0
os| 0,03 0,04 — 0,06 T 0,64 0,36 |
0 j o
o7 | 0,03 0,03 n 1 0,36 0,36 |«
os| 0,01 1 1 0,28 |«
6o =00 o3=11 Gs=0111
o1 =10 o4 =0100 o7 =010100
0,=0110 |o5=01011 |ocg=010101

K-l
L :Zpklk =0,36x2+40,18%x2+0,06x4+0,18%x2+0,09x4+0,03x5+0,06x4
k=0

+0,03x6+0,01x6
L =2,67 bit/simbolo
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< 1 1 1 1 1
H(S?)=Y p, log,| — |=036log,| — |+0,181og,| — |+0,18log,| —— |+0,0910g,| ——
(s?) ;pk gz(pkj gz(o%j gz(mgj gz(()ng g2(0’09j

b b b

1 1 1
+0,06log,| — [+0,06l0og,| —— |+0,03log,| — |+
g2(006j g2(006j g{o 03}

b 9 b

I I
10,03l0g,| —— |+0,0110g,| ——
gz(o,osj gz(o,m]

H(8?)=2,59 bit/simbolo

Ou, simplesmente,
H(S*)=2H(S)=2x1,295= 2,59 bit/simbolo

CH(SY) 2,59
VT Toer

n=0,97 A eficiéncia atende a especificagao.

o CODIFICACAO DE LEMPEL-Z1V

Conforme ja comentado, a constru¢do de um cddigo prefixo, como os codigos obtidos por
meio do algoritmo de Huffman, pressupde o conhecimento prévio da estatistica da fonte. Isso
representa uma desvantagem em algumas aplicagdes, como por exemplo, na compactacdo de
texto. A estatistica da fonte para um texto pode mudar de acordo com lingua utilizada, ou seja,
a estatistica da fonte para a lingua inglesa ¢ diferente da estatistica da fonte da lingua
portuguesa. Além disso, dentro de uma mesma lingua, a estatistica da fonte pode variar de
acordo com a natureza do texto. Para aplicagdes tais como compactacdes de textos existem
codigos que se adaptam a estatistica da fonte. O algoritmo de Lempel-Ziv ¢ adaptativo e ndo
necessita do conhecimento prévio da estatistica da fonte. Para ilustrar este algoritmo considere
a seguinte sequéncia binaria:

000101110010100101. . .

O mecanismo de codificacdo pode ser entendido de acordo com a sequéncia apresentada a
seguir.

1. Inicialmente os bits 0 e 1 sdo previamente armazenados nas posi¢des numéricas 0 e 1,
conforme apresentado a seguir. Tais posi¢des numéricas compdem o /ivro de codigos.

Posicio numérica 0 1 2 3 4 5 6 7 0

Subsequéncias 0 1

Blocos codificados - -
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2. Em seguida, a subsequéncia mais curta, ainda ndo armazenada em nenhuma posi¢ao
bindria, ¢ armazenada na posi¢ao 2 pelo codificador. Esta subsequéncia ¢ 00. O processo
de codificacdo consiste em transmitir a posi¢do de memdria onde se encontra a parte da
subsequéncia 00 ja armazenada anteriormente, na forma binaria, e o que ¢ novidade
simplesmente ¢ repetido. Ou seja, da subsequéncia 00, o primeiro 0 se encontra na
posicdo numérica 0 (000 em binario) e o segundo 0 simplesmente ¢ repetido. Veja a

seguir.
Posicado numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00
Blocos codificados - 0000

3. Novamente a proxima subsequéncia mais curta ainda ndo armazenada em nenhuma
posi¢do binaria, que € a subsequéncia 01, ¢ armazenada na posi¢do 3. A posicao de
memoria onde se encontra a parte da subsequéncia 01 ja armazenada ¢ a posi¢ao 0 (000
em bindrio) e a parte novidade 1 ¢ repetida. Logo, o bloco codificado agora ¢ 0001,

conforme mostrado a seguir.

Posicdo numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00 01
Blocos codificados - 0000| 0001

4. Este procedimento ¢ repetido conforme apresentado na sequéncia a seguir.
Posi¢cdo numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00 01 011
Blocos codificados - 0000 0001| oO111
Posicdo numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00 01 011 10
Blocos codificados - 0000| 0001| OI111| 0010
Posicado numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00 01 011 10 010
Blocos codificados - 0000| o0001| O111| o0010| OI110
Posicio numérica 0 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias 0 00 01 011 10 010 100
Blocos codificados - 0000 0001| O111| O0010| 0110 1010
Posi¢cio numérica - 2 3 4 5 6 7 0
Subsequéncias - 00 01 011 10 010 100 101
Blocos codificados - 0000| 0001| oOI111| o0010| O110| 1010| 1011

Para a sequéncia ndo
codificada 0000 0001 0111 0010 0110 1010 1011... .
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O processo de decodificagdo € iniciado a partir de trés premissas:

1) O codificador e o decodificador possuem o mesmo nimero de memorias no livro de
codigos e, portanto, o decodificador conhece o tamanho do bloco codificado.

2) O decodificador também inicia o processo de decodificagio com os bits 0 e 1
armazenados nas posi¢cdes numéricas 0 e 1.

3) O decodificador compode o seu proprio livro de codigo usando as memorias na mesma
sequéncia que o codificador.

A partir das premissas acima ¢ possivel verificar como o decodificador compde o seu proprio
livro de codigo e como a decodificagdo ¢ feita observando-se exclusivamente os blocos
codificados recebidos. Esta questdo estd colocada como exercicio proposto no final do
capitulo.

NOTA DO PROFESSOR

Em uma primeira analise, podemos chegar a conclusao que este algoritmo nao compacta nada,
pelo contrario. Essa ¢ uma idéia falsa uma vez que a sequéncia utilizada ¢ muito curta para o
algoritmo reconhecer padroes de repeticao. Conforme mencionado no livro texto, na pratica,
sdo utilizados blocos com 12 bits, o que resulta em 4096 posi¢cdes no livro codigo. Além
disso, o algoritmo de Lempel-Ziv reconhece redundancia entre caracteres, o que nao ocorre
com o algoritmo de Huffman. Particularmente eficiente para compactacdo de textos, o
algoritmo de Lempel-Ziv pode atingir uma compactagdo de 43% contra 55% do algoritmo de
Huffman, para textos em inglés.

1.5. CANAIS DISCRETOS SEM MEMORIA

Um canal discreto sem memoria € um modelo estatistico com uma entrada X e uma saida Y,
que ¢ uma versao ruidosa de X. Tanto os simbolos que entram em X quanto os que saem de Y
sdo variaveis aleatorias. Em outras palavras, ¢ um canal que, em cada unidade de tempo,
aceita um simbolo de entrada x;, pertencente a um alfabeto X, e em resposta, emite na saida
um simbolo y;, de um alfabeto Y. O termo discreto significa que os dois alfabetos possuem
tamanhos finitos € o termo sem memoria significa que o simbolo corrente presente na saida
depende apenas do simbolo corrente presente na entrada e de nenhum outro anterior.

Considere a representagdo mostrada na figura a seguir.

X{xo,xl,...,xkl} X > p())k|x) Y > Y{yO>y1>---9yK—1}
Alfabeto de entrada ! Alfabeto de saida

Figura 1.4 - Modelamento do canal discreto sem memdria.

Na Figura 1.4 a designagdo p(y|x;) representa o conjunto das probabilidades de transi¢do
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p(yk|xj):P(Y:yk|X:-xj) para todosj e k.

Note que os alfabetos X e ¥ ndo necessariamente t€ém o mesmo tamanho. Tanto pode ocorrer
X2YcomoX<Y.

Uma forma conveniente de descrever as varias possibilidades de transi¢do de um canal
discreto sem memoria € na forma de uma matriz, conforme apresentado a seguir.

_p(yo|xo) p(y1|x0) p(yK—l|x0)_
pP= p(yo|x1) p(y1|x1) p(yK—l|xl)
_ 3 E 5 (1.13)
p(yo |xJ—l) p()’l |xJ—1) p(yK—l | X, )_

A matriz P, de dimensdes J X K, é chamada de matriz de canal ou matriz de transi¢do. Note
que cada linha de P corresponde a um simbolo fixo de entrada e cada coluna a um simbolo
fixo de saida. Note também que uma propriedade fundamental de P ¢ que a soma de todos os
elementos de uma linha da matriz é igual a 1, isto é:

>

—1
p(yk |xj)=l para todos os ;. (1.14)

0

bl
1l

A distribuigdo de probabilidade conjunta das variaveis aleatorias x; € y; € dada por:

plx,, v )=ply, 15, )plx,) (1.15)

A distribui¢do de probabilidade marginal da variavel aleatoria y; € obtida fazendo:

J-=

1
yk = P(y |X) ( ) parak=0,1,..,K—1 (1.16)
0

]:

EXEMPLO 1.4

Um canal de grande interesse tedrico e pratico € o canal bindrio simétrico. Este canal ¢ um
caso especial do canal discreto sem memoria quando J = K = 2. O alfabeto de entrada do
canal possui dois simbolos (xo = 0, x; = 1) e o de saida também dois simbolos (yo =0, y; = 1).
O canal ¢ simétrico porque a probabilidade de se receber 1 quando um 0 ¢ transmitido ¢ a
mesma de se receber 0 quando um 1 ¢ transmitido. Esta probabilidade condicional ¢
representada por p. O diagrama da probabilidade de transi¢do de um canal simétrico binario ¢
mostrado na figura a seguir.
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Figura 1.5 - Canal bindrio simétrico sem memoria.

Os termos que compdem a matriz de probabilidade s3o:

plOZP(y:Hx:O)
p01:P(y:0|x:1)
Pio=Pu =P

* % *

1.6. INFORMAGAO MUTUA

Dado que conhecemos a saida do canal (obtida de um alfabeto ¥) que ¢ uma versao ruidosa da
entrada do canal (obtida de um alfabeto X), e que a entropia H(X) ¢ uma medida da incerteza
a priori sobre X, como podemos medir a incerteza sobre X, depois da observagdo de ¥?

A resposta € a entropia condicional de X selecionada de um alfabeto X, dado que Y = yy,
representada pela notagao H(X|Y = yx). Especificamente:

J-1 1
HX|Y=y,)=) p(x;|y)log,| ————|. (1.17)
D=2 Pt lrotess LTS
Que ¢ uma variavel aleatoria e assume valores H(X|Y = yg), ... , HX]Y = yx;) com

probabilidades p(yy), ... , p(yk-1), respectivamente.

A média da entropia H(X|Y = yy), sobre o alfabeto de saida ¥, representada pela notacao
H(X]Y), ¢ dada por:
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H(X|Y)= ZH(XIY yr(v)

»
O

=
|

1 J-l 1
D (x| yk)p(yk)log{m} (1.18)

J=0

T
(=}

e
L

J-1 1
>k 1 o0 T
2,ptxpyloe L(x, m}

T
(=)

Assim, H(X]Y) que ¢ chamada simplesmente de entropia condicional, representa a
quantidade de incerteza restante sobre a entrada do canal depois da saida do canal ter sido
observada. Mas H(X) representa a incerteza sobre a entrada do canal antes da observagao
da saida. Consequentemente, a diferenca H(X) - H(X]Y) deve representar a incerteza sobre
a entrada do canal que € resolvida pela observacao de sua saida. Essa diferenca ¢ chamada
de informagdo mutua do canal, representada por /(X; Y).

Logo,
I(X;Y)=H(X)-H(X|Y) (1.19)
1Y X)=H(Y)-H(Y|X)

Onde H(Y) ¢ a entropia da saida do canal e H(Y]X) ¢ a entropia da saida do canal, dada
uma entrada de canal. Fazendo as substituigdes adequadas e algumas manipulagdes,
obtém-se:

K-1 J-1
P |x))
I(XY)=1(Y;X)= px; | yk)p(yk)logz{#} (1.20)
k=0 j=0 p(yk)
0 PROPRIEDADES DA INFORMACAO MUTUA
1. A informagdo mutua do canal ¢ simétrica, isto ¢
I(X;Y)=1(Y,;X) (1.21)

2. A informag¢do mutua ¢ sempre ndo negativa

I(X:Y)=0

3. A informac¢do mutua de um canal esta relacionada com a entropia conjunta da entrada do

canal e da saida do canal, por

I(X;Y)=HX)+H(Y)-H(Y,X) (1.22)
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1.7. CAPACIDADE DE CANAL

A Capacidade de canal, de um canal discreto sem memoria, € a informagdo mutua mdaxima,
I(X; Y), em qualquer intervalo de sinalizagdo, onde a maximizacdo deve levar em
consideracdo todas as possiveis distribui¢des de probabilidade da entrada {p(x;)} em X.

C=maxI(X;Y)>0 (1.23)

{r(x;)}
A capacidade de canal C ¢ medida em bits por uso do canal ou bits por transmissao.

Note que a capacidade de canal C depende apenas das probabilidades de transi¢des p(vilx;),
que define o canal. O célculo de C envolve a maximizagao da informacao mutua /(X]Y) sobre
a variavel J [i.e., as probabilidades de entrada p(xo), ... , p(xi.1)]. Em geral, o problema
variacional da determinagdo da capacidade de canal C ¢ uma tarefa desafiadora.

EXEMPLO 1.5
Considere o canal simétrico bindrio apresentado no Exemplo 1.4.

A entropia H(X) ¢ maximizada quando os simbolos do alfabeto de entrada sdo equiprovaveis,
i.e., p(xo) = p(x;) = %, onde xp = 0 e x; = 1. A informagdo mutua, /(X; ¥), ¢ similarmente
maximizada, pois
C=1(X:Y)]
Pl x)=p|x)=p
Pyl x)=pOy [x)=1-p

p(x0)=p(x1)="%

Conforme ja apresentado,

8 & Py Ix;)
I(XY)=I(Y:-X)= 1y p(y)log,| ——i
(X:Y)=1(Y:X) 2. ;p(ley )p(y)og{ 200 }

Logo,
C=1+plog, p+(-p)log,(1-p)

Usando a fung¢do entropia definida anteriormente (1.4), repetida abaixo por conveniéncia, i.e.,
H(p)=-plog, p (1~ p)log,(1- p)

chega-se finalmente a

C=1-H(p). (1.24)
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Capacidade de canal

| P
0,5 1
Probabilidade de transi¢ao

Figura 1.6 - Capacidade de canal de um canal bindrio discreto sem memoria em fungado da
probabilidade de transigao.

O resultado apresentado na Figura 1.6 permite concluir que:

1. Quando o canal ¢ livre de ruido, ou seja p = 0, a capacidade de canal C assume o seu valor
maximo de um bit por uso do canal.

2. Quando a probabilidade condicional de erro ¢ p = '4 devido ao ruido, a capacidade de canal
assume seu menor valor que ¢ zero, enquanto a entropia assume seu maior valor que ¢ 1
(méxima incerteza). Neste caso o canal € dito ndo utilizavel.

1.8. TEOREMA DA CAPACIDADE DE CANAL

A presenca de ruido nos canais de comunicacdes digitais ¢ inevitavel e ruido provoca erro.
Em canais muito ruidosos a probabilidade de erro pode chegar a 10™' o que significa que em
10 bits transmitidos, 9 sdo recebidos corretamente. Este nivel de confiabilidade é inaceitavel
para a maior parte das aplicagdes. A probabilidade de erro aceitavel depende da aplicacdo.
Entretanto, uma probabilidade de erro de 10° ou menor é, frequentemente, um requisito
necessario para a maioria das aplicagdes. Para a obtengdo de altos niveis de desempenho, o

uso de cddigos corretores de erro, ou codificagdo de canal é inevitavel.

O objetivo da codificagdo de canal ¢ aumentar a robustez de um sistema de comunicagao
digital na presenca de ruido e, basicamente, este processo consiste da insercdo de
redundancias na sequéncia binaria por um codificador de canal, antes da transmissao,
conforme apresentado na Figura 1.7. Na recep¢do, um decodificador de canal verifica a
sequéncia recebida e com o auxilio da redundancia introduzida, detecta ou mesmo corrige
automaticamente alguns padrdes de erro.
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Fonte discreta Codificador Canal discreto Decodificador Desti
sem meméria [ ] de canal | sem memoéria [ de canal estino
Transmissor T Receptor
Ruido

Figura 1.7 - Diagrama em blocos simplificado de um sistema de comunicacao.

A fidelidade entre a sequéncia decodificada no receptor e a sequéncia originalmente
transmitida influencia na probabilidade de erro final e este resultado depende do codigo
utilizado e de algumas caracteristicas do canal. Como regra geral, quanto maior ¢ a
capacidade de correcdo de erro do cddigo, maior deve ser a quantidade de redundancia
introduzida e maior ¢ a complexidade de decodificacdo. Neste ponto uma questdo de extrema
importancia ¢ pode ser colocada da seguinte forma:

Serd que existe um esquema de codificagdo de canal eficiente o suficiente para de tornar a
probabilidade de erro de bit arbitrariamente baixa sem que a quantidade de redunddncia
introduzida seja demasiadamente alta?

Segundo Shannon, a resposta € um categdrico sim, demonstrado por meio do Teorema da
Codificagdo de Canal.

Até aqui a varidvel tempo ndo foi considerada na discussdo sobre a capacidade de canal.
Admitindo que uma fonte emita simbolos a cada T, segundos e que a entropia da fonte, H(S),
¢ a medida de bits por simbolo transmitido, entdo H(S)/T; tém a dimensdo de bits por
segundo. Por outro lado, C ¢ a capacidade de canal em bits por uso do canal. Admitindo ainda
que o canal possa ser utilizado durante 7, segundos, entdo a capacidade de canal dividida pelo
tempo de utilizagdo tem a dimensdo de bits por segundo, que representa a maxima taxa de
transferéncia de informacao pelo canal.
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SEGUNDO TEOREMA DE SHANNON

TEOREMA DA CODIFICACAO DE CANAL

Suponha uma fonte discreta sem memoria com alfabeto S e entropia H(S) bits por
simbolo de fonte que produz um simbolo a cada 7 segundos. Seja um canal discreto sem
memoria que tem uma capacidade de C bits por uso do canal e ¢ usado a cada 7.
segundos. Entdo se

H(S)_C
T T (1.25)

deve existir um esquema de codificacdo de tal forma que a saida da fonte pode ser
transmitida pelo canal com uma taxa de erros arbitrariamente baixa.

O pardmetro C/T. ¢ chamado de taxa critica. Quando a igualdade ¢ obtida diz-se que o
sistema esta transmitindo na taxa critica. Inversamente, se

HES) C
T T

S c

nao ¢ possivel transmitir informacao pelo canal com taxa arbitrariamente baixa.

O teorema da codificagdo de canal ¢ considerado o mais importante resultado da teoria da
informacao. Ele determina a capacidade de canal C como um limite fundamental sobre a taxa
na qual uma transmissdo pode ser realizada, livre de erros, em um canal discreto sem
memoria. Entretanto duas observagdes sdo importantes:

1. O teorema nao mostra como construir bons cdodigos. Ele deve ser interpretado no
sentido de uma prova de existéncia, i. e., desde que a limitacdo imposta pelo teorema
seja satisfeita, entdo a existéncia do cddigo € possivel.

2. O teorema nao apresenta um resultado preciso para a probabilidade de erro depois da
decodificagdo de canal. Ele indica que a probabilidade de erro tende para zero
conforme o comprimento do cddigo aumenta, mais uma vez, desde que a limitagdo
imposta pelo teorema seja satisfeita.
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O APLICACAO DO TEOREMA DA CODIFICACAO DE CANAL EM CANAIS SIMETRICOS
BINARIOS

Considere uma fonte discreta sem memoria que emite simbolos 0’s € 1’s, com probabilidades
iguais, a cada T segundos. Considere também que a entropia da fonte ¢ igual a um bit por
simbolo de fonte e, portanto, a fonte emite informagao a uma taxa de 1/7; bits por segundo.
Considere ainda a existéncia de um codificador de canal cujo cddigo possui uma taxa de
codificacdo r, sendo » definido como:

onde k£ ¢ o numero de bits de informagdo e n ¢ o niumero de bits da sequéncia ou do bloco
codificado. Admita que o codificador de canal produza um simbolo a cada 7. segundos e,
consequentemente, a taxa de transmissdo de simbolos ¢ 1/7,. simbolos por segundo. Desta
forma, o codificador de canal ocupa um canal simétrico binario a cada 7. segundos. Portanto,
a capacidade do canal por unidade de tempo ¢ C/T. bits por segundo. De acordo com o
teorema da codificacao de canal, se

C

T (1.26)

Lo
T,

a probabilidade de erro pode ser arbitrariamente baixa se usado um esquema de codificagdo
de canal adequado.

Como
TL‘
r=—
TS
entao
r<cC.

Ou seja, para r < C, deve existir um cdodigo capaz de permitir uma transmissao com taxa de
erro tao baixa quanto se queira. Para que este conceito fique claro, veja o Exemplo 1.

Para que o significado do teorema da codificagdo de canal, aplicada a um canal binario
simétrico fique clara, veja o exemplo a seguir.

EXEMPLO 1.6

Seja um canal bindrio simétrico cuja entrada ¢ equiprovavel e a probabilidade de transi¢do do
canal (probabilidade de erro) ¢ igual a 0,1. Qual deve ser o maior niumero de bits de

informagdo para cada bloco de 7 bits de forma ser possivel, teoricamente, a obten¢do de uma
taxa de erro arbitrariamente baixa ?
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SOLUCAO:

Do Exemplo 1.5, tem-se
C=1-H(p)

H(p)=-plog, p—(1- p)log,(1- p)

Como p=0,1
C=1- _Ollog01_0910g09
log 2 log 2
C =0,531
Conforme apresentado
r= k <C
n
k<nC

Comon="7
k=|nC]|=[7x0,531]=|3,72
k=3

1.9. ENTROPIA DIFERENCIAL E INFORMAGAO MUTUA PARA CONJUNTOS
CONTINUOS

Até o momento as fontes e os canais considerados foram de conjuntos de variaveis que sao
discretas em amplitude. Alguns dos conceitos apresentados serdo estendidos para conjunto
continuos de forma a permitir estabelecer outro limite fundamental da teoria da informagao

que € o Terceiro Teorema de Shannon ou Teorema da Capacidade de Informagao.

Considere uma variavel aleatéria continua X com fun¢do densidade de probabilidade fx(x).
Por analogia com a entropia para varidveis discretas pode-se escrever que

)= | log, dx, 1.27
()LfX(X)OgL()}x (1.27)

onde A(X) ¢ a entropia diferencial de X. Se n varidveis aleatorias continuas formam um vetor
aleatorio continuo X, entdo utilizando a mesma analogia, pode-se definir a entropia
diferencial de X, como

hX:m 1 dax ., 1.28
(X) _[Qfx(X)ogz{f()}x (1.28)

onde fx(x) ¢ a funcdo densidade de probabilidade conjunta de X.
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Considere agora um par de variaveis aleatorias continuas X e Y. Mais uma vez, por analogia
ao que foi definida para variaveis discretas, a informa¢do mutua torna-se

= [ Sx(x1y)
1Y) = [ [ frv(x, y)logz[ e }dxdy (1.29)

X

—o0—00

onde fxv(x,y) ¢ a fun¢do densidade de probabilidade conjunta de X e Y, e fx(x|y) ¢ a fun¢do
densidade de probabilidade condicional de X, dado que ¥ = y.

Também por analogia, as seguintes propriedades para a informagdo mutua sao validas:

1. I(X;Y)=I(Y;X)
2. I(X;Y)=0
3. I(X;Y)=h(X)—h(X|Y)=h¥)—h(Y | X)

onde A(X) ¢ a entropia diferencial de X e A(X|Y) ¢ a entropia diferencial condicional de X dado
Y, que, ainda por analogia, ¢ definida como

T 1
X |Y)= ,y)log,| ———— |dxdy. 1.30
(X 1Y) = [ [ fay(x,)log L,X(WJU (1.30)

—o0—00

O parametro /4(Y]X) € a entropia diferencial condicional de ¥ dado X e ¢ definido de maneira
similar a A(X]Y).

1.10. TEOREMA DA CAPACIDADE DE INFORMAGAO

A formulac¢do do Teorema da Capacidade de Informag¢do para canais limitados em faixa e
poténcia utiliza a idéia de informa¢do mutua. Para isso, considere um processo estacionario
X(f) com média zero e limitado em uma faixa de B hertz. Seja Xj, k=1, 2, ... , K variaveis
aleatorias continuas obtidas por amostragem uniforme de X(#) a uma taxa de Nyquist de 2B
por segundo. Estas amostras sdo transmitidas em 7" segundos em um canal ruidoso, também
limitado em faixa de B hertz. Entdo o numero de amostras, K, ¢ dado por

K =2BT ,
onde X; ¢ uma amostra do sinal transmitido em um canal perturbado com ruido Gaussiano
branco aditivo (AWGN) de média zero e densidade espectral de poténcia Ny/2. As amostras

do sinal recebido sdo representadas pelas varidveis aleatorias continuas Y, k=1, 2, ... , K,
estatisticamente independentes, de forma que

Y, =X,+N, k=12,..K,

onde N representa a amostras de ruido Gaussiano com média zero e densidade espectral de
poténcia dado por
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o’ =N,B. (1.31)

O canal descrito pelas duas ultimas equacdes ¢ chamado de canal Gaussiano sem memoria,
discreto no tempo e ¢ modelado conforme mostrado na figura a seguir.

X Y

Ny

Figura 1.8 - Modelagem do canal gaussiano sem memoria discreto no tempo.

Como a transmissao ¢, tipicamente, limitada em poténcia, entdo a poténcia média transmitida
pode ser definida como

P=E[X]] k=12,....K

A capacidade de informagdo do canal ¢ definida como a maxima informacdo mutua entre a
entrada X} que satisfaz a limitagdo de poténcia apresentada acima, ou seja,

C = max{I(X,;Y,): E[X[]= P}, (1.32)

onde a maximizagdo ¢ feita com relagao a fx; (x). Por conveniéncia a informagao mutua /(Xj;
Yi) pode ser escrita como

I(XY) =h(Y,)—h(¥, [ X))

Uma vez que X; e Ni sdo variaveis aleatdrias independentes e sua soma ¢ igual a Y a entropia
diferencial condicional de Y}, dado X}, € igual a entropia diferencial de N, conforme mostrado
a seguir.

h(N,)=h, | X;)
Consequentemente,

1(X 5 Y) = h(Y) = h(N,).

A maximizagdo da informag¢ao mutua requer a maximizacao de 4(Yj). A variancia da amostra
Yi é (P + 6. Logo, Y, ¢ também uma variavel aleatéria gaussiana, consequentemente, sua
entropia diferencial méaxima ¢é

n(y,) =%1og2[27re(P+az)]

e a entropia diferencial de N, ¢
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h(N,) = 5 log, 2e0)

Substituindo as duas entropias diferenciais apresentadas acima na expressao da informagdo
mutua, obtém-se:

1 P . N
C= Elog2 1+ py bits por transmissao (1.33)

Com o canal sendo usado K vezes para a transmissdo de K amostras em 7 segundos, entdo a
capacidade de informagdo por unidade de tempo ¢ obtida multiplicando-se a equacdo
apresentada acima por K/T. Como K = 2BT e 6 = N,B, entio a capacidade de canal por
unidade de tempo torna-se:

P
C=B logz(l + WJ bits por segundo. (1.34)

0

Assim o terceiro e mais famoso teorema de Shannon pode ser enunciado da forma como
apresentado a seguir.

TERCEIRO TEOREMA DE SHANNON

TEOREMA DA CAPACIDADE DE INFORMACAO OU TEOREMA DA CAPACIDADE DE CANAL

A capacidade de informag¢do de um canal continuo com largura de faixa de B hertz,
perturbado por ruido Gaussiano branco aditivo de densidade espectral Ny/2, ¢ dada por

C=Blog,| 1+ P ,
N,B

dada em bits por segundo, onde P ¢ a poténcia média do sinal transmitido.

O Teorema da Capacidade de Informagdo ¢ um dos mais notaveis resultados da Teoria da
Informacdo onde, em uma Unica expressao, ¢ destacada a interagdo entre a largura de faixa do
canal e a relagdo sinal/ruido. Note que a capacidade do canal varia linearmente com a largura
de faixa e logaritmicamente com a relagdo sinal ruido. Desta forma, é mais fdcil aumentar a
capacidade do canal aumentando a sua largura de faixa do que aumentando a relagdo sinal
ruido.

O teorema implica que, para uma dada relagdo sinal/ruido, € possivel transmitir a uma taxa de
C bits por segundo com probabilidade de erro arbitrariamente baixa empregando um esquema
de codifica¢do de canal suficientemente complexo. Por outro lado, ndo ¢ possivel transmitir a
uma taxa maior do que C bits por segundo com qualquer esquema de codificagdo sem uma
probabilidade de erro definida. Assim, o Teorema da Capacidade de Canal define um /limite
fundamental para a taxa de transmissao livre de erros para um canal gaussiano com uma dada
relacdo sinal/ruido e largura de faixa limitada. Para alcancgar este limite, no entanto, o sinal
deve ter propriedades estatisticas semelhantes a do ruido gaussiano.
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Veja o exemplo de aplicagdo apresentado a seguir.

EXEMPLO 1.7

Seja um canal AWGN limitado em faixa (B = 3,4 kHz) e uma poténcia de recep¢do (saida do
canal) igual a 1pW. Determine a capacidade do canal, considerando que o mesmo esta
submetido a uma temperatura equivalente de ruido igual a 290 K. Determine também a
relacdo sinal-ruido em dB.

SOLUCAO:

P P
— - — S
C= B10g2(1+ N BJ = B10g2(1+ kTB)—Blog2(1+ %\/)

0

1x107"

P
S/ _ - =73,49%10°
%V kTB 1,38x%107*x290x3,4%x10° ’

log(1+73,49%10°)

C =3,4x10°
log2

C = 54,96 kbit/s

(%)dB =1010g73,49x10°

(%,)dB = 48,66 dB

CONCLUSAO:

Deve haver um esquema de codificacdo de canal, suficientemente complexo, que permita a
transmissdo a uma taxa de = 55 kbit/s em um canal com 3,4 kHz de largura de faixa para uma
relacdo sinal/ruido de = 49 dB, com uma taxa de erros de bit arbitrariamente baixa.

* % *

1.11. IMPLICACOES DO TEOREMA DA CAPACIDADE DE INFORMACAO

Para analisar as implica¢des do Teorema da Capacidade de informagdo, admita a existéncia de
um sistema ideal definido como sendo aquele que transmite a uma taxa R, igual a capacidade
de canal C. Desta forma, a poténcia média do sinal pode ser escrita como

P=E,C,

onde E}, ¢ a energia transmitida por bit. Assim (1.34) pode ser reescrita como
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E
£=10g2 1+—b£ :
B N, B

Equivalentemente, a relagdo entre a energia por bit e a densidade espectral de ruido E;/Ny em
termos de C/B para o sistema ideal é

E, 271

Com a expressdo acima € possivel tracar a curva que estabelece a relagdo entre a eficiéncia de
largura de faixa Rp/B ¢ a relagdo Ep/Ny, que ¢ chamado de diagrama da eficiéncia de largura
de faixa. A forma genérica deste diagrama ¢ mostrada na Figura 1.9, onde a curva intitulada
"limite da capacidade" corresponde ao sistema ideal no qual R, = C.

100

Regido para a qual
R>C

10

/

o
AN
Limite da
Eficiéncia de BW (Ry/B) / capacidade
/ Rh:C

1 Regido para a qual
Rb<C

—_—
—
~—~——

0.1
0 10 20 30

Eb/N() em dB

Figura 1.9 - Eficiéncia X Largura de Faixa para R, = C.
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O limite ¢ representado por uma fronteira entre a regido em que € possivel uma transmissao
livre de erros (R, < C) e a regido em que isso ndo ¢ possivel (R, > C) em um plano da
eficiéncia de largura de faixa em funcdo da relacdo entre a energia de bit e a densidade
espectral de ruido, conforme apresentado a seguir.

1.12. TEORIA DA DISTORGAO-TAXA

Conforme apresentado anteriormente, para se obter uma codificacdo de uma fonte discreta
sem memoria que permita a transmissdo e recuperacdo da informagdo sem imperfeig¢des, o
Teorema da Codificacao de Fonte ndo pode ser violado. Em outras palavras, isso significa que
o comprimento médio do codigo de fonte ndo pode ser menor do que a entropia da fonte.
Entretanto, em muitas aplicacdes praticas existem restrigdes que introduzem imperfei¢des na
codificacdo, o que resulta em inevitaveis distor¢oes.

Um exemplo disso sdo as fontes de sinais continuos, como por exemplo, o sinal de voz. Neste
caso, os sistemas de comunicagdo geralmente impdem restricdes quanto ao comprimento das
palavras codigos, acarretando na limitagdo do nimero de niveis de quantizacdo do sinal.
Assim, a aproximagdo de um sinal continuo para um numero reduzido de niveis discretos
produz erros de quantizagdo severos cuja consequéncia ¢ a degradacdo da qualidade do sinal
por meio da introducdo, no sinal transmitido, de um ruido de quantizagdo com amplitude
significativa.

Neste caso, o problema ¢ definido como codifica¢do de fonte com um critério de fidelidade. A
teoria da distor¢ao-taxa encontra aplicacdes em dois tipos de situacao:

1. Codificacdo de fonte onde o alfabeto de codificagdo permitido ndo pode representar
exatamente a informacdo da fonte, caso no qual ¢ forcosa uma compressdo de dados
com perdas.

2. Transmissdo de informagao a uma taxa maior do que a capacidade do canal.

Se vista de forma adequada, a teoria da distor¢do-taxa pode ser vista como uma extensiao

natural dos teoremas de codificacdo de Shannon. Para maiores detalhes sobre este assunto
veja Secao 9.13, Capitulo 9 do livro Communication System, Simon Haykin.
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1.13. COMPRESSAO DE DADOS

A teoria da distor¢do-taxa permite considerar a idéia da compressdo de dados, que envolve
uma reducdo proposital no conteido da informacdo de uma fonte continua ou discreta.
Especificamente, pode-se imaginar um compressor de dados, ou um compressor de sinais,
como um dispositivo que alimenta um codigo que produz o minimo de bits necessarios para
representar a saida da fonte com uma distor¢do aceitavel ou permissivel. Assim, o compressor
de dados retém o contetido essencial de informacdo da saida da fonte descartando finos
detalhes de maneira controlada. Desta forma, a compressdo de dados ¢ uma operagdo com

perdas no sentido de que a entropia da fonte ¢ reduzida (i.e., hd perda de informacgao)
independentemente do tipo de fonte considerada.

No caso de uma fonte discreta, a razdo para o uso da compressao de dados € codificar a saida
da fonte a uma taxa menor do que a entropia da fonte. Consequentemente, a entropia da fonte
¢ violada, o que significa que a reproducgdo exata do que a fonte produziu ¢ impossivel.

No caso de uma fonte continua, a entropia da fonte ¢ infinita. Entretanto, na pratica ¢
necessario que os niveis de quantizacao sejam finitos e, consequentemente, o codificador de
fonte produzira codificagdo a uma taxa finita. Assim, ndo ¢ possivel codificar um sinal
continuo com um numero finito de bits sem produzir distorc¢oes.

1.14. EXERCIcIOS

1. O alfabeto de uma fonte discreta sem memoria ¢ composto por 5 simbolos. Os simbolos
emitidos pela fonte devem ser codificados por meio de um codigo prefixo a partir do
histograma da frequéncia de emissao apresentado abaixo. O nimero total de simbolos do
histograma foi emitido em 1 ms.

»

N° de simbolos 4

400
350
300
250
200
150
100

50

SO S1 SZ S3 S4
Simbolos
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Pede-se:

a) A entropia da fonte.

b) As palavras codigos de um codigo prefixo para esta fonte.

¢) A eficiéncia de codificacao.

d) Determine qual ¢ a taxa de bit na saida do codificador de fonte.

2. O alfabeto de uma fonte discreta sem memoria (S) possui 3 simbolos. As probabilidades de
emissdo dos simbolos Sp, S e S, sdo respectivamente 0,55; 0,35 ¢ 0,1. Pede-se:

a) Criar um cédigo prefixo para a fonte S.
b) Criar um codigo prefixo para a fonte estendida S?.
c¢) Comparar as eficiéncias de codificagdo para os dois codigos e comentar o resultado.

3. Considere um codificador de Lempel-Ziv com 8 posi¢des de memoria (de 0 a 7) que parte
com o bit 0 armazenado na posi¢do de memoria 000 e o bit 1 na posi¢ao de memoria 001.
Codifique a sequéncia mensagem 11101001100010110100...

4. Considere um decodificador de Lempel-Ziv com 8 posi¢des de memoria (de 0 a 7) que
parte com o bit 0 armazenado na posicao de memoria 000 e o bit 1 na posi¢do de memoria
001. Reconstrua a sequéncia mensagem a partir dos blocos codificados 0011 0001 0000
0100 0110 1000 1101 0000 0010...

5. Uma fonte discreta sem memoria emite simbolos que sdo estatisticamente independentes.
Admita que esses simbolos sejam codificados com um cédigo prefixo casado com a fonte,
resultando nas seguintes palavras codigos: Sp = 0001; S; = 011; S, = 0011; S5 = 10; S4 =
0010; S5 =010; S¢ = 0000; S7 = 11. Determine a entropia desta fonte.

6. Um terminal remoto deve enviar simbolos alfanuméricos para um computador a uma taxa
de 1 milhdo de simbolos por segundo por meio de um canal cuja relagao sinal/ruido € igual
a 20 dB. Admita que o terminal possua 256 simbolos diferentes e que a transmissao destes
simbolos seja equiprovavel e estatisticamente independente. Determine a largura de faixa
minima do canal, a luz do teorema da capacidade de informa¢do, de modo que essa
transmissao possa ser teoricamente realizavel.

7. Considere que o alfabeto de uma fonte possui 64 simbolos com iguais probabilidades de
ocorréncia. Admita que tais simbolos sejam convertidos em palavras bindrias para que
sejam transmitidos em um canal AWGN cuja largura de faixa é igual a 10® Hz. Determine
qual deve ser a menor relagdo sinal ruido teérica, em dB, para que a transmissdo de 10°
simbolos por segundo possa ser realizada com taxa de erro arbitrariamente baixa.

* % %
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