2 CODIFICAGAO DE CANAL: CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Um canal de comunicagdo pode apresentar uma série de imperfei¢des que dificultam a correta
interpretacdo e perfeita reprodugdo dos sinais transmitidos. Tais imperfeicdes se apresentam
como ruidos, distor¢des, interferéncias, desvanecimentos, etc., €, como consequéncia, a fungao
do receptor pode ser resumida como sendo habilidade de apresentar em sua saida a melhor
estimativa da informac¢ao ou mensagem que foi transmitida [1].

Em sistemas de comunicagdes digitais, o pardmetro de desempenho que permite quantificar o
que pode ser a melhor estimativa ¢ a probabilidade de erro de bit, P, cujo valor, para ser
considerado satisfatorio, depende fundamentalmente do tipo de informacdo que esta sendo
transmitida. A questdo fundamental apresentada neste capitulo estd diretamente relacionada com
o controle da probabilidade de erro de bit, abordada a partir da préxima segao.

2.1. INTRODUGAO A CODIFICAGAO DE CANAL

A codificagdo de canal ¢ um processo em que redundancias sdo introduzidas antes da
transmissdo, com o objetivo de permitir que, no receptor, a semelhanca entre o sinal que foi
transmitido e o sinal que foi reproduzido seja a maxima possivel. Ou, por outro lado, ¢ um
processo que permite a reducdo da P a valores tdo baixos quanto possiveis. A partir desse ponto
¢ inevitavel a imposi¢ao de uma questao: Em termos objetivos, o que se pode esperar obter como
mdaxima semelhanga ou Py, tdo baixa quanto possivel com a codificagdo de canal? Essa questdo
foi parcialmente respondida no capitulo anterior através do Teorema da Codificacdo de Canal,
cuja consequéncia ¢ reproduzida a seguir por conveniéncia [1][2][3].

Desde que a taxa de transmissdo seja menor do que a capacidade do canal, entdo existe um
esquema de codificagdo capaz de permitir a obten¢do de taxas de erro de bit arbitrariamente
baixas.

O Teorema da Codificagdo de Canal, no entanto, ¢ insatisfatorio sob o ponto de vista pratico
porque nao conduz a uma indica¢do do esquema de codificacdo capaz de produzir um resultado
esperado, nem tampouco, o seu grau de complexidade ou da dificuldade de encontré-lo. Uma
discussdo mais detalhada sobre esse assunto pode ser encontrada em diversas publicacdes sobre
Teoria da Informacao.

De fato, a busca de um esquema de codifica¢do, que em geral ¢ um processo heuristico, nem
sempre tem como principal meta alcancar desempenhos proximos dos apresentados pelos limites
fundamentais da Teoria da Informacdo. Em sistemas reais, a busca de um esquema de
codificacdo pode estar associada a aspectos praticos como velocidade de processamento,
complexidade de implementacao, etc.
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Independentemente de qual seja a abordagem utilizada na busca de um esquema de codificagdo, ¢
necessario um bom conhecimento dos fundamentos associados as técnicas de codificagdo para
controle de erro.

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar os fundamentos dos Codigos de Bloco Lineares e seus
desempenhos. Eles sdo apresentados em cinco segdes:

» Defini¢des Fundamentais

= (Codigos de Bloco Lineares

* Desempenho dos Codigos de Bloco Lineares

= (Cobdigos Ciclicos

» Caracteristicas dos Codigos de Bloco Bem Conhecidos

2.2. CODpIGOS DE BLOCO: DEFINICOES INICIAIS

Antes da apresentacdo dos Codigos de Blocos Lineares, algumas definigdes iniciais sao oportunas.
Codigos de blocos se caracterizam pelo fato do processo de codificagdo ser feito sobre blocos de
bits ou bloco de simbolos. Isso quer dizer que um feixe de bits ou simbolos ¢ segmentado em blocos
de k bits ou simbolos, a partir dos quais sdo geradas palavras codigos com n bits ou simbolos.
Assim, a notagdo que caracteriza um codigo de bloco ¢ (n, k). Por conveniéncia, a partir deste ponto
a notacdo (n, k) estard associada a quantidade de bits. Quando a notacdo (n, k) for usada para
representar simbolos, isso sera definido explicitamente.

Se k bits estdo contidos em um bloco de n bits, entdo a quantidade de bits de redundancia
introduzidos no processo de codificagdo ¢ (n — k).

2.2.1. TAXA DE CODIFICAGAO

A taxa de codificacdo de um codigo de bloco ¢ definida como sendo a relagdo entre o niumero de
bits de informagdo e o niamero de bits da palavra codigo. Ou seja,

(2.1)

A taxa de codificagdo ¢ uma indicagdo relativa de quantos bits de informagdo sdo transmitidos por
palavra codigo. Uma vez que 0 < k£ < n, entdo 0 < R, < 1. Entretanto, para que um codigo produza
algum beneficio, € necessario que k <n, ou (n — k) > 0. Consequentemente, 0 < R, < 1.

Nota-se que, se nenhum artificio for usado para compensar o acréscimo de bits devido a introdugao
da redundancia, entdo, para a manutencdo da taxa de transmissdo dos bits de informacdo ¢
necessario aumentar a taxa de transmissao total, resultando em um acréscimo ou expansdo da
largura de faixa. Essa expansdo da largura de faixa ¢ de exatamente a 1/R.. Ou seja, quanto maior
for o nimero de bits de redundancia introduzidos, maior serd a expansao da largura de faixa.

2.2.2. GANHO DE CODIFICAGAO

O beneficio obtido com o processo de codificacdo pode ser quantificado por meio do ganho de
codificagdo. O ganho de codificagdo ¢ definido como sendo a relagdo entre Ej /Ny do sinal ndo
codificado, pelo £, /N, do sinal codificado, para uma dada taxa de erro, i.e. o ganho de codificagado ¢
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tipicamente uma fungdo de P,. A expressao do ganho de codificagdo, em dB, ¢ apresentada a seguir

[31[4][6].
E, . E,
G= IOIOg(FjM 10 log(—N l (dB) (2.2)

0 0

Onde, (E»/No)ne € a relagdo entre a energia de bit e a densidade espectral de ruido sem codificacao e
(E»/Ny). € a relagdo entre a energia de bit e a densidade espectral de ruido com codificagdo.

As curvas caracteristicas de P, em funcdo de Ej /Ny, para um esquema de transmissdo codificado e
nao codificado, sdo apresentado na Figura 2.1. Um cuidado deve ser tomado para a correta
determinagdo de P, em funcdo de Ej, /N, com a codificagdo: o valor de Ej, refere-se a energia por bit
de informagao, ou seja, admitindo-se que a energia total gasta para a transmissao seja a mesma para
os dois casos, entdo a energia por bit de informa¢do com a codificacdo ¢ menor do que a energia de
bit sem a codifica¢do, devido a inser¢do dos bits de redundancia. Assim sendo, a relagdo entre
(E»/No). € (Eb/No)ac fica afetada pela taxa de codificagdo na forma

E,) _,[E,
(VJ;R(NOL 23

Os valores de taxa de erro e de Ej /N, apresentados na Figura 2.1 referem-se a um esquema
hipotético e tem por objetivo permitir generalizar conclusdes apresentadas a seguir.

1) Para baixos valores de E, /Ny a codificagdo ndo apresenta nenhum beneficio, ou seja, o
ganho de codificagdo pode ser nulo, para o valor de £, /N, determinado pelo cruzamento das
curvas, ou negativo para valores menores.

2) Para diferentes valores de P, obtém-se diferentes ganhos de codificacdo. Por exemplo, para
P, = 10" o ganho de codificagdo ¢ igual o a 1,4 dB, enquanto para P, = 10 o ganho sobe
para 2 dB. Isso demonstra a dependéncia do ganho de codificacdo com P,

3) A codificagdo permite obter redugdo de P, com a mesma energia (£, /Ny constante) em
relacdo ao sinal sem codificagdo. Por exemplo, para E, /Ny = 7 dB, a P, cai de 102 para
um pouco mais que 10~

Considerando-se a expansdo de largura de faixa provocada pela codificagdo, pode-se concluir ainda:

4) A diminuicdo de P, e/ou E; /Ny decorrente da codificagdo produz uma expansdo na largura
de faixa.
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Figura 2.1 - Curvas tipicas de probabilidade de erro versus Ep, /Ny para um sinal com codificagado e
sem codificacgao.

2.2.3. VETOR C6DIGO, VETOR ERRO, VETOR RECEBIDO E VETOR DECODIFICADO

Conforme definido previamente, o processo de codificagdo por bloco consiste em transformar um
segmento da mensagem, m, com k bits em uma palavra coédigo ou vetor codigo, ¢, com » bits. O
vetor codigo ¢ transmitido e pode sofrer alteragdes devido as degradacdes impostas pelo meio de
transmissdo. As alteragdes sofridas pelo vetor cddigos podem ser representadas por meio de um
vetor erro, e. Um vetor c6digo, ¢, somado com um vetor erro, e, resulta em um vetor recebido, r. Ou
seja,

r=c®e. (2.4)

O vetor recebido ¢ entregue ao decodificador cuja finalidade ¢ transformar o vetor recebido no vetor
decodificado, que consiste na melhor estimativa do vetor codigo transmitido. A partir do vetor
codigo estimado, ¢’, a melhor estimativa da mensagem, m’, ¢ reproduzida na saida do
decodificador. Essa cadeia de transformagdes ¢ ilustrada no diagrama em blocos apresentado na
Figura 2.2 e pelo Exemplo 2.1.
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Figura 2.2. Diagrama em blocos do processo de codificagdo e decodificagao.

EXEMPLO 2.1

Seja um coédigo de repeticao (5, 1) aplicado ao vetor mensagem m = 1. Admitindo que o canal
introduza um vetor erro, ¢ = 01010, ao vetor cddigo, pede-se determinar todas as transformagdes
vetoriais desde a codificagdo da mensagem até a obtencdo da mensagem estimada na saida do
decodificador.

Solucio:

Evidentemente para o codigo de repeti¢ao (5, 1) s6 existem duas palavras codigos possiveis: 00000
e 11111. A palavra codigo correspondente a mensagem m =1 ¢

c=11111
O vetor recebido é
r=c®e=11111® 01010

r=10101.

Como um codigo de repeticdo pode ser decodificado por logica majoritaria, entdo a melhor
estimativa para o vetor codigo a partir do vetor recebido ¢

¢ =11111,
que resulta na mensagem estimada
m’ = 1.

2.2.4. PEso DE HAMMING E DISTANCIA DE HAMMING

O peso de Hamming de um vetor v, cuja notacdo ¢ w(v), ¢ definido como o sendo o numero de
elementos nao zero em v. Para um vetor binario, o peso de Hamming ¢ igual ao niumero de digitos
“1” contidos em v [1][2][3][4][5][6].

EXEMPLO 2.2
Determinar o peso de Hamming do vetor v=10110.

Solucio:
w(v) = 3.

* % %
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A distancia de Hamming entre dois vetores codigos v e X, cuja notagdo ¢ d(v, x), ¢ definida como
sendo o niimero de posigdes em que os digitos dos dois vetores que sdo diferentes entre si. Para o
caso binario, a distdncia de Hamming pode ser determinada facilmente através da propriedade de
adi¢ao moddulo-2, pois ela ¢ igual ao nimero de digitos “1” contidos no vetor resultante da operacao
v @ x. Ou seja,

d(v,x)=w(v®Xx). (2.5)

EXEMPLO 2.3

Determinar a distancia de Hamming entre o vetor v= 10110 e x = 10101.

Solucio:
d(v,x) = w(v®x)=w(10110®10101) = w(00011)

d(v,x)=2

* % %

2.2.5. ESPAGO VETORIAL E SUBESPAGO VETORIAL

Considere um conjunto ¥, constituidos por K vetores vy, vy, V2, ... , Vk.1, formado por n elementos
de {0, 1}. Admita que sobre este conjunto sejam definidas duas operacdes, cujas regras sao
apresentadas na Tabela 2.1. A adi¢do, representada por @, definida entre os elementos de V' e a
multiplicagdo, representada por e, entre um elemento de {0, 1} e qualquer vetor de V

[1IT2][31[4][5][6].

Tabela 2.1 - Operagdes algébricas no campo bindrio.

Adicéao Multiplicacao
0©0=0 0-0=0
0®@1=1 0-1=0
1®0=1 1-0=0
1®1=0 I-1=1

O conjunto V' ¢ definido como um espago vetorial sobre {0, 1} se as seguintes condi¢des sio
satisfeitas:

1) A adigdo de quaisquer dois vetores de V resulta em outro vetor em V (propriedade do
fechamento).

2) O produto escalar de um elemento de {0, 1} e qualquer vetor de V resulta em outro vetor em
V.

3) A lei distributiva ¢ satisfeita, ou seja, se a; € a, sdo escalares de {0, 1} e vy € v, sdo vetores
de V, entdo

a-(v,®v,)=(a-v)®(a,-v,)

(a1®a2)'V1=(a1'V1)@(a2~V1)' (2.6)
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4) A lei associativa € satisfeita, ou seja, se a; € a, sdo escalares de {0, 1} e vy € um vetor de V,
entao

(a-a))-vi=a,-(a,-vy). (2.7)
EXEMPLO 2.4

Encontrar o espago vetorial  composto pelo maior numero possivel de vetores com seis elementos
de {0; 1}.

Solucio:

O espaco vetorial Vs ¢ o conjunto de todos os vetores binarios com seis elementos (n = 6)
apresentados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2 - Espaco vetorial V5.

Ve
000000 000001 000010 000011 000100 000101 000110 000111
001000 001001 001010 001011 001100 001101 001110 o0O1111
010000 010001 010010 010011 010100 010101 010110 010111
011000 011001 011010 011011 011100 OI11101 O11110 oO11111
100000 100001 100010 100011 100100 100101 100110 100111
101000 101001 101010 101011 101100 101101 101110 101111
110000 110001 110010 110011 110100 110101 110110 110111
111000 111001 111010 111011 111100 111101 111110 111111

* % %

Um subconjunto S de um espaco vetorial V' ¢ chamado de subespago vetorial de V se as quatro
condig¢des definidas acima sdo verificadas. Entretanto, como S ¢ um subconjunto de V, ¢ suficiente
que as duas primeiras condigdes sejam satisfeitas para a identificacdo de um subespago em V isto ¢é:

1) A adicdo de quaisquer dois vetores de S resulta em outro vetor em S (propriedade do
fechamento).

2) O produto escalar de um elemento de {0, 1} e qualquer vetor de S resulta em outro vetor em
S. Ou simplesmente: o vetor nulo, ou vetor todo zero, pertence a S.

EXEMPLO 2.5

A partir das propriedades do subespaco vetorial identificar dois subespagos vetoriais de Ve,
apresentado na Tabela 2.3, que contenha:

1) 4 vetores

2) 8 vetores
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Solucio:
Tabela 2.3 - Subespacos de Vs com 4 e 8§ vetores.

S com 4 vetores S com 8 vetores
000000 000000 | 011001
101011 110101 101011
110110 101100 | 110010
011101 011110 | 000111

Importante: Os subespacos encontrados acima ndo sdo unicos. E possivel encontrar, em Vg,
outros subespacos contendo 4 e 8 vetores.

2.3. CODIGOs DE BLoOcO LINEARES [1][2][3][4][5][6]

Um cédigo de bloco linear bindrio é um subespago vetorial com 2" vetores do espago vetorial
constituido de todos os 2" vetores com n elementos de {0, 1}. Este conceito esta ilustrado na Figura
2.3. Consequentemente, considerando as duas condi¢des necessarias para caracterizar um subespaco
vetorial aplicadas aos cddigos de bloco lineares, conclui-se que:

1) A soma de duas palavras c6digos quaisquer resulta em outra palavra codigo, e;
2) O vetor nulo ou vetor todo zero ¢ também uma palavra codigo.

Conjunto dos 2"
vetores com n
bits

Conjunto dos 2
vetores codigos de
n bits

Figura 2.3 - Representagdo dos cddigos de blocos lineares como um subespago vetorial de um
espago vetorial V).

Nota-se que o subespago vetorial constitui o conjunto dos vetores codigos ou vetores validos.
Portanto, qualquer vetor de n bits que ndo pertenca ao subespago vetorial esta no espacgo vetorial,
porém, € um vetor ndo valido. Uma estratégia de deteccdo de erros consiste em verificar se o vetor
recebido ¢ um vetor valido ou nao valido, i.e., se ele pertence ou nao ao subespago vetorial. Uma
vez constatado que o vetor recebido ¢ um vetor ndo valido, uma estratégia de correcdo de erros
consiste na identificacdo de qual € o vetor valido que apresenta a menor distancia de Hamming em
relacdo ao vetor recebido e elegé-lo como sendo o vetor transmitido.
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Nos codigos de bloco lineares onde o valor de & ¢ baixo esta tarefa ¢ simples. Entretanto, quando &
apresenta valores relativamente altos, esta tarefa pode tornar-se impraticavel, conforme mostrado no
Exemplo 2.6.

EXEMPLO 2.6
Admitindo a existéncia de um codigo de bloco linear (255, 130), pede-se:

a) Determinar a quantidade de vetores codigos binarios existentes neste codigo.
b) Determinar a quantidade de vetores ndo possiveis.

c) Descrever uma estratégia de corre¢ao de erros, admitindo que o vetor recebido € um vetor
nao valido.

Solucao
a) A quantidade de vetores codigos ¢

2k =130 = 1,36 x 10°*° vetores validos.
b) Como o vetor é nio valido, entdo ele ¢ um dos 2" — 2* vetores ndo validos, ou um entre

277 2130 =223 = 5 7896 x 107° vetores ndo validos.
¢) Uma estratégia de correcdo de erros ¢ identificar entre os 1,36 x 10* vetores validos qual é
o vetor que apresenta a menor distdncia de Hamming em relacdo ao vetor ndo valido
recebido!

Nota-se que um subespaco vetorial ¢ um conjunto de vetores linearmente dependentes (LD) devido
a propriedade do fechamento, i.e., qualquer vetor pode ser obtido pela soma de outros dois vetores
do subespago. Uma vez que um subespago vetorial binario contém 2F vetores, entdo deve existir um
ou mais subconjuntos com k vetores ditos linearmente independentes (LI) cujas combinagdes
lineares produzem todos os outros vetores do subespaco. Esses k vetores linearmente independentes
sdo chamados de base do subspago. Os conceitos de espaco vetorial, subespago vetorial e base do
subespaco estdo apresentados, em termos de conjunto, na Figura 2.4.

Espaco
Subespaco
Base do

Subespaco
Vetorial

Figura 2.4. Representacdo de espago vetorial, subespago vetorial e base do subespago vetorial.
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EXEMPLO 2.7

A partir do subespaco vetorial com 8 vetores, apresentado na Tabela 2.3, identificar uma base capaz
de gerar todos os outros vetores deste subespaco, através de combinagdes lineares dos vetores desta
base.

Solucao
Como o objetivo ¢ formar uma base para a geragdo dos de um subespago com 2* = 8 vetores LD o

numero necessario de vetores na base sera k£ = 3 vetores LI. Escolhendo-se arbitrariamente 3 vetores
LI entre os 8 vetores da Tabela 2.3, pode-se obter:

bo=110101
b; = 101100
b, =011110

Prova: Com a combinacdo linear dos vetores encontrados ¢ possivel encontrar todos os outros
vetores do subespago, representados a seguir pelos vetores v;, obtidos a partir da operagdo

v, =uy-by+u b +...+u,_ b, (2.8)

onde u; ¢ um elemento de {0, 1} parai=1,2,..,(k—1)ej=0,1, ..., (Zk— 1).

VOZO'b0+0'b1+0'b2:000000
vi=1-byg+0-b;+0-b,=110101 < Vetor da base
vp;=0-bg+1-b;+0-by=101100 « Vetor da base
v;=0-bg+0-b;+1-b,=011110 < Vetor da base
V4:1'b0+1'b1+0'b2:011001
vsi=1-bo+0-b;+1:-by=101011
Vve=0-bg+1-b;+1-by=110010
V7=1'b0+1'b1+1‘b2=000111

% % %
2.3.1. MATRIZ GERADORA

Uma matriz geradora, G, ¢ aquela que permite obter os vetores codigos, ¢,
correspondentes as mensagens, m;, a partir do produto interno determinado por

¢, =m, G, (2.9)

Evidentemente, a matriz geradora, G, ¢ uma consequéncia direta de uma base do subespaco
vetorial. Ela ¢ uma matriz de dimensdes k& X n que consiste do arranjo formado pelos vetores
linearmente independentes, ou vetores geradores, que compdem uma base do subespago, conforme
apresentado em (2.10).
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g 8oo 8o g 7 Bona
G= g:l _ g;lo g:n g:m gl,:nfl (2.10)
L Ei-1,0 k-1 i-1,2 7 k-1, 0
Onde gy, g1, ... , 8 -1, sdo os vetores geradores. Para uma conveniente simplificagdo da notagdo, a

partir deste ponto, os vetores codigos ¢; e m; serdo denotados simplesmente por ¢ e m,
respectivamente. Logo, substituindo (2.10) em (2.9), obtém-se

go
g

c=m-G=(m,,m,...,m,_,)® :1 =myg, +mg +...+m,_ g, . (2.11)
8i1

Observa-se claramente a semelhanca entre (2.8) e (2.11), o que significa que a combinacdo linear
dos elementos dos vetores mensagem com as linhas da matriz geradora produzem vetores codigos
que estdo associados inequivocamente aos vetores mensagens que os produziu.

EXEMPLO 2.8
A partir da base do subespaco vetorial apresentado no Exemplo 2.7, pede-se:
a) Construir uma matriz geradora.
b) A partir da matriz geradora, construir uma tabela com os vetores mensagens e seus
respectivos vetores codigos.
Solucio:
a) A obten¢do de uma matriz geradora a partir do Exemplo 2.7 ¢ direta, pois ela nada mais ¢ do que

a base de um subespaco vetorial, logo, utilizando os mesmos vetores by = 110110, b; = 101100 e
b, =011101 para gy, g1 € g2, respectivamente, obtém-se

1
G=|1 0 (2.12)
1

O =
—_— O
—_— =
—_— O O
S O =

b) Como a matriz geradora possui trés linhas, os vetores resultantes de todas as combinagdes
lineares serdo 2¢ = 2° = 8, obtidos a partir de todos os vetores mensagens possiveis contendo de
trés bits. Consequentemente G ¢ a matriz geradora de um codigo (6, 3), conforme mostrado a
seguir.
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Tabela 2.4. - Vetores codigos do codigos (6, 3) gerados a partir da matriz G em (2.12).

m ¢c=m.G c

000 | co=0(110101)+0(101100)+0 (011110) | 000000
100 | ¢;=1(110101)+0(101100)+0(011110) | 110101
010 | ¢,=0(110101)+ 1(101100)+0 (011110) | 101100
110 | ¢3=1(110101)+ 1 (101100)+ 0 (011110) | 011001
001 | ¢;=0(110101)+0(101100)+ 1 (011110) | 011110
101 | cs=1(110101)+0(101100)+ 1 (011110) | 101011
011 | ¢=0(110101)+ 1(101100)+ 1 (011110) | 110010
111 | ¢;=1(110101)+ 1 (101100) + 1 (011110) | 000111

* % %

2.3.2. CODIFICAGAO SISTEMATICA E NAO SISTEMATICA

Os vetores codigos apresentados na Tabela 2.4, gerados pela operagdo apresentada em (2.11), ndo
apresentam explicitamente a mensagem que o gerou como sendo um segmento do proprio vetor
codigo. Isso significa que neste tipo de codificagdo a mensagem passa a ser conhecida somente apos
o processo de decodificacdo. Essa forma de codificagdo é chamada de codifica¢do ndo sistematica.

Uma caracteristica desejavel em um processo de codificagdo para um codigo de bloco linear ¢
aquela que permite que o vetor codigo seja composto por dois segmentos: um segmento composto
pelos (n — k) bits de redundancia que permitem a verificagdo da validade do vetor e outro segmento
correspondente aos k bits da mensagem que gerou os bits de redundancia. A disposicdo do
segmento redundancia e do segmento mensagem ¢ uma questdo de convencdo. A convengao
adotada neste texto estd apresentada na Figura 2.5. A forma de codificagdo que permite a obtencao
do vetor cddigo nesse formato ¢ chamada de codificagdo sistemdtica.

Segmento dos (n — k) Segmento dos £ bits de
bits de redundancia mensagem

| Vetor Codigo |
[~ ™

Figura 2.5 - Vetor codigo obtido por codificacdo sistemadtica.

Vetores cddigos com a convengdo mostrada na Figura 2.5 podem ser obtidos a partir de matrizes
geradoras com um formato especifico. Este formato, apresentado em (2.13), consiste de uma matriz
geradora formada por duas outras matrizes: uma matriz de paridade com dimensdes k X (n —k) e
outra matriz identidade de dimensdes k& X k. Desta forma, a matriz de paridade permite que o
segmento paridade seja obtido pela soma linear dos bits da mensagem, enquanto a matriz identidade
permite que o segmento mensagem seja replicado em seguida.

Poo Po " Possa |1 0 - 0 2o
Do P Piasa |01 0 g

G= [ka(nfk)‘ Ikxk] = : : Do 3 I (2.13)
Pito Piaa " Pransa| 0 0 o1 Ly
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Uma vez que uma matriz geradora ¢ um arranjo de vetores linearmente independentes, uma matriz
geradora de um codigo de bloco linear na forma sistematica pode ser obtida pela conveniente
combinagdo linear dos vetores geradores e/ou permutagdo de colunas ou linhas da matriz geradora
na forma ndo sistematica para a obtencao de outro arranjo de novos vetores geradores, linearmente
independentes, no formato desejado. Essa operagdo ¢ mostrada no Exemplo 2.9.

EXEMPLO 2.9
A partir da matriz geradora do cddigo (6, 3) apresentada pela Equacao (2.12), pede-se

a) Obter uma matriz geradora na forma sistematica, no formato apresentado em (2.13).
b) Construir uma tabela com os vetores mensagens e seus respectivos vetores codigos.

Solucio
a) De (2.12),
2 1 1. 010 1
G=|g, |=|/1 01 10O
g, 0O 1 I 110

A matriz na forma sistematica, G’ correspondente a matriz G, ¢ obtida a partir das seguintes
operagoes a partir da matriz G

go' = g1 = 101100
gl' =21 + 2= 110010
g' =gy+g =011001

g, 1 011 00
G=|g/'|=/1 1 0 0 1 O (2.14)
g, 01 1 0 01

b) Repetindo a operacao apresentada em (2.11) para a matriz G’ em (2.14) obtém-se os vetores
codigos apresentados na Tabela 2.5.

Tabela 2.5 - Vetores codigos do codigos (5, 3) gerados a partir da matriz G’ (2.14).

m ¢ =m.G' c

000 ¢o=0(101100)+0 (110010) +0 (011001) 000000
100 ¢;=1(101100)+ 0 (110010) + 0 (011001) 101100
010 ¢;=0(101100)+ 1 (110010) + 0 (011001) 110010
110 ¢;=1(101100) + 1 (110010) + 0 (011001) 011110
001 ¢;=0(101100)+ 0 (110010) + 1 (011001) 011001
101 ¢s=1(101100)+ 0 (110010) + 1 (011001) 110101
011 ¢=0(101100)+ 1 (110010) + 1 (011001) 101011
111 ¢;=1(101100) + 1 (110010) + 1 (011001) 000111
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Observe que tanto a matriz G quanto a matriz G> geram o mesmo subespacgo vetorial. Entretanto,
para cada uma das mensagens os vetores codigos gerados sdo diferentes em cada caso.

* % %

2.3.3. MATRIZ VERIFICADORA DE PARIDADE

Conforme apresentado na Figura 2.2, o vetor recebido, r, pode ser entendido como um vetor codigo
que, ao ser transmitido através de um canal de comunicagdo, pode ter sofrido uma alteracdo,
consequéncia da adi¢do de um padrdo de erro. Portanto, uma tarefa do decodificador ¢ verificar se o
vetor recebido € ou ndo um vetor cddigo ou vetor valido. Mais uma vez, uma abordagem simplista
para a realizagdo desta tarefa seria a comparagdo do vetor recebido com todos os vetores codigos.
Entretanto, para valores de k£ da ordem de algumas dezenas, esta abordagem pode tornar-se ardua,
conforme mostrado no Exemplo 2.10. Uma forma mais simples para a verificagdo da validade ou
ndo de um vetor recebido utiliza uma propriedade dos subespagos vetoriais, que pode ser definida
da seguinte forma.

Se um subespaco vetorial, S|, pertence a um espago vetorial, V,, composto por todos os vetores de
comprimento n, entdo deve existir um subespago vetorial S, , que é o espago nulo ou o espago dual
de Si, e que pode ser representado por uma matriz composta por vetores bases linearmente
independentes.

No estudo de cdodigos de bloco lineares a matriz geradora do subespaco nulo relativo ao subespaco
gerado por G ¢ chamada de matriz verificadora de paridade, cuja notagdo ¢ H, e tem dimensdes (n
— k) X n, ou seja,

ho hoo h01 hoz t ho, n—1
H= h:l = hio h:” hiz hl’;"*l : (2.15)
h n—k—1 hn—k—l, 0 hn—k—l, 1 hn—k—l, 2 hn—k—l, n-1

Se um subespaco gerado por H é dual ao subespaco gerado por G entdo os vetores de G sao
ortogonais aos vetores de H, ou seja,

G H =0. (2.16)

Pode-se verificar sem dificuldades que uma consequéncia direta de (2.16) ¢ que a condicao de
ortogonalidade de qualquer vetor codigo, ¢, gerado por G em relagdo ao espago nulo gerado por H ¢
verdadeira, i.e.,

¢c-H =0. (2.17)

Quando a matriz G esta na forma sistematica, conforme apresentada em (2.13), ou seja,

G = [ka(n—k)‘ Ikxk] 9

a obten¢do da matriz H ¢ direta, conforme mostrado a seguir.
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1 0 - 0f py Do t Prao
0 1 0] po P P
H = I:I(n—k)x(n—k)‘ PT] = : : . (218)
L 0 0 - 1\Poyekar Prnia = Pi-t k-1 |

EXEMPLO 2.10

A partir da matriz geradora para o codigo (6, 3) apresentada em (2.14), pede-se:
a) Obter a matriz verificadora de paridade H.
b) Verificar a condi¢do de ortogonalidade apresentada por (2.17) para o vetor codigo
correspondente ao vetor mensagem m = 101.

Solucio:

a) A partir da matriz geradora na forma sistematica

1 0 1|1 0 O
G'=[ka(n_k)‘lkxk]=l 1 0[0 10
01 1{]0 0 1
obtém-se a matriz H na forma
1 00110
H=[1eo/P]=[0 1 0 0 11 2.19)
0 01 1 01

b) O vetor cddigo, ¢, correspondente ao vetor mensagem m = 101 pode ser obtido conforme
mostrado em (2.11), ou seja:

101100
¢c=m-G=(101)/1 1 0 0 1 0|=1(101100)+0(110010)+1(011001)=110101
01 1001

A condicdo de ortogonalidade pode ser verificada a partir do resultado do produto interno entre o
vetor codigo, ¢, e a matriz verificadora de paridade transposta H”, conforme mostrado a seguir.

¢-H" =(110101) =1(100)+1(010)+0 (001)+1(101)+0 (110)+1(011) = 000. (2.20)

O == O
—_— = O OO = O
—_— 0 = = O O
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2.3.4. DISTANCIA MIiNIMA DE UM CODIGO DE BLOCO LINEAR

Considere o conjunto de distancias entre todos os pares de vetores cddigo em um espago V,. O
menor membro do conjunto ¢ a distancia minima do codigo e ¢ denotado por din.

Mais uma vez a propriedade dos codigos lineares discutida anteriormente permite afirmar que se ¢;
e ¢z sdo vetores codigo, entdo o vetor ¢3 obtido pela operacdo ¢; @ ¢; ¢ também um vetor codigo.
Assim a distdncia de Hamming entre dois vetores codigos ¢ determinada como sendo

d(cl’CZ):W(cl @cz)zw(cs) (2.21)

Portanto, ndo héa necessidade de examinarmos as distncias entre todas as combinacdes possiveis
entre pares de palavras-codigo, basta que se verifique o peso de cada palavra codigo, com excecao
da palavra toda zero. O menor peso encontrado corresponde a menor distancia minima do cédigo.

As propriedades dos codigos de blocos permitem ainda determinarmos a distdncia minima do
codigo através da inspe¢do da matriz verificadora de paridade. Neste caso, a distdncia minima do
cddigo serd igual ao menor nimero de colunas da matriz verificadora de paridade, que quando
somadas resultam em uma coluna toda zero. Este procedimento ¢ particularmente util quando o
c6digo possui um niimero muito grande de palavras cddigo para serem inspecionadas, sem auxilio
computacional.

Exemplo 2.11

Determine a distancia minima do cédigo (6, 3), definida pela matriz G (2.14), repetida abaixo por
conveniéncia.

G=

O = =

0 1
1 0
I 1

S O =
S~ O
- o O

Solucio:
Uma vez que este codigo possui poucas palavras codigos, uma solugdo ¢ lista-las por meio da
operacdo ¢ = m.G. O resultado dessa operagdo para todas as possiveis mensagens com 3 bits estd

mostrado na tabela a seguir.

Tabela 2.6 - Vetores codigos do codigos (6, 3) gerados a partir da matriz G (2.14).

m ¢

000 000000
100 101100
010 110010
110 011110
001 011001
101 110101
011 101011
111 000111
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Pode-se verificar, inspecionando-se a tabela acima, que as palavras de menor peso sao as palavras
com peso 3. Logo a distdncia minima ¢ igual a 3.

Ou alternativamente, inspecionando-se a matriz verificadora de paridade, apresentada abaixo, ¢ facil

verificar que o menor nimero de colunas que quando somadas resulta em uma coluna toda zero ¢ 3,
por exemplo, 1% + 2%+ 5% ou 2* + 3% + 6% ou 1* + 3* + 4%,

(2.22)

s

Il
o o ~
o — o
- o o

1
0
1

[ T e S
—_—— O

E muito comum um cédigo de bloco linear (n, k) com distdncia minima d,;, ser representado pela
notagao (n, k, dyin). Assim, o codigo (6, 3) do Exemplo 2.11 ¢ um cddigo (6, 3, 3).

2.3.5. CAPACIDADE DE CORREGAO E DE DETECGAO DE ERROS DE UM CODIGO DE BLOCO LINEAR

No receptor, o decodificador tem por funcao estimar o vetor cddigo recebido em funcdo do vetor
codigo transmitido. Em um canal de transmissdo AWGN (Ruido Branco Gaussiano Aditivo), o ruido
afeta os simbolos transmitidos aleatoriamente, segundo uma distribui¢do estatistica normal ou
gaussiana. Assim, padrdes de erros com menos bits errados tem maior probabilidade de ocorrer do
que padroes de erros com mais bits errados.

Consequentemente, em um canal BSC (Canal Simétrico Binario), dado um vetor recebido r, a
melhor estimativa ¢ feita admitindo-se que o vetor codigo transmitido ¢ aquele que estd mais
proximo de r, sob o ponto de vista da distancia de Hamming. Se dois vetores codigos tiverem a
mesma distancia de Hamming do vetor r recebido, a escolha pode ou ndo ser arbitraria dependendo
do tipo de decisor utilizado (hard decision ou soft decision).

A Figura 2.6 apresenta dois vetores ¢; € ¢; unidos por uma linha calibrada em distancia de
Hamming. Cada ponto preto representa um vetor recebido r. Na parte (a) da figura, o vetor recebido
r; dista 1 bit de ¢; e 4 bits de ¢,. De acordo com a estratégia de maxima probabilidade, o
decodificador selecionara o vetor ¢; como aquele que foi transmitido. Na parte (b) da figura, o vetor
recebido r, dista 2 bits de ¢; e 3 bits de ¢,. Mais uma vez o decodificador selecionara o vetor ¢;
como sendo o vetor recebido. Finalmente na parte (c) da figura, o vetor recebido r; dista 3 bit de ¢,
e 2 bits de ¢,. Desta vez o decodificador selecionara o vetor ¢; como sendo o vetor recebido.
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Linha de decisdo

Regido 1 i Regido 2
O ° *——eo ® O
c1 1'1 (a) Cz
O ° *o——eo ° O
C1 I (b) (W)
O ° e ° O
C1 (C) I3 C2

Figura 2.6 — Capacidade de deteccdo e correcao de erro. (a) Vetor recebido r;. (b) Vetor recebido
r». (c) Vetor recebido rs.

Consequentemente, a capacidade de corre¢dao de erro, de um codigo de bloco linear, ¢, ¢ definida
como o numero maximo de erros garantidamente corrigiveis, por palavra c6digo, determinado por

=
== (2.23)

onde | *] significa o maior inteiro que ndo excede o valor de x. Assim, um codigo que corrige todas
as sequéncias de ¢ erros, pode também corrigir certas sequéncias de ¢ +1 erros.

Se o coédigo for usado com a finalidade exclusiva de detectar erros ao invés de corrigir erros, a
capacidade de deteccdo de erros do codigo ¢ determinada por

e=d__ -1, (2.24)

onde e ¢ o nimero de erros detectados. Entretanto, ¢ possivel utilizar um codigo de bloco para
corrigir 7erros e detectar € erros simultaneamente desde que 7<17e £< e, e a seguinte condicao seja
satisfeita:

dw.=T+E+1. (2.25)

Assim, um co6digo com dnin = 7, por exemplo, pode corrigir todos os padrdes de 3 erros (¢ = 3) ou
detectar todas as combinacdes possiveis de até 6 erros (e = 6). Entretanto, se ele for usado para
corrigir até 2 erros (7= 2), ele pode detectar simultaneamente padrdes de até 4 erros (€ = 4), pois
neste caso a condicao apresentada por (2.25) ¢ satisfeita.
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2.3.6. SINDROME DE ERRO
Seja r = ry, ra, ... , ry um vetor recebido (i.e. uma das 2" palavras de n bits do espago vetorial V},)

.~ ;g . k 71
resultante da transmissdo de um vetor codigo ¢ =cy, ¢z, ..., ¢, (1.6. uma das 2" palavras codigos
de n bits) através de um canal com ruido. Logo,

r=c+e. (2.26)

onde e = ¢y, ey, ..., €, € um vetor erro ou padrdo de erro introduzido pelo canal. Sindrome de erro ¢é
um vetor com zn — k bits definido pela operagao

S=r-H’ (2.27)
Combinando (2.26) e (2.27) tem-se:
S=(c+e)H =c-H +e-H" (2.28)
mas,
c-H =0. (2.29)
Consequentemente,
S=e-H' (2.30)

A equacdo acima mostra que a sindrome S estd associada a um padrdo de erro. Esta ¢ uma
importante propriedade, fundamental para o processo de decodificagdo, ou seja, cada padrao de erro
corrigivel deve estar associado a uma sindrome especifica.

E importante notar que para isso ocorra, duas propriedades da matriz verificadora de paridade sao
necessarias:

Nenhuma coluna da matriz H pode ser toda zero, caso contrdario, um erro na posi¢do
correspondente a linha toda zero seria indetectavel;

Todas as colunas de H devem ser unicas. Se duas colunas de H forem iguais, erros nas posig¢oes
correspondentes a essas linhas podem ser indistinguiveis.

Um codigo de bloco linear (n, k) com capacidade de corregdo de t erros é capaz de corrigir um
total de 2"* padrées de erros.

Os cddigos que corrigem exclusivamente todos os padrdes de ¢ erros ou menos € nenhum padrio
maior que ¢ erros, s3o denominados codigos perfeitos, isto €, o nimero de sindromes deve ser igual
ao nimero exato de padrdes com até ¢ erros € nenhum padrao de erro contendo um nimero maior do
que 7 erros. Uma vez que todo codigo de bloco é capaz de corrigir 2" padrdes de erros, um codigo
¢ perfeito quando a igualdade apresentada a seguir ¢ satisfeita.

2 = Z("} 2.31)

i=0 l
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EXEMPLO 2.12

Considere o codigo de bloco linear (6, 3, 3) gerado por (2.14). Pede-se:

a) Determinar a capacidade de correg¢ao de erros do codigo.

b) Listar todos os padrdes de erros corrigiveis dentro da capacidade de corre¢cdo de erros do codigo.

c) Listar todas as sindromes de erros associadas aos padrdes de erros corrigiveis dentro da
capacidade de corregdo de erros do codigo.

d) Verificar se este codigo ¢ um cdodigo perfeito.

Solucio:

a) A capacidade de corregdo de erros do codigo.

Como a distancia minima deste codigo ¢ d,,;, = 3, entdo,

d. -1 3-1
= = = t=1
2 2

b) Padrdes de erros corrigiveis dentro da capacidade de correcao de erros do codigo

Como a capacidade de corre¢ao de erro € ¢t = 1, entdo este codigo € capaz de corrigir todos os
padrdes com 1 erro, ou seja,

e(t=1)
100000
010000
001000
000100
000010
000001

c¢) Sindromes de erros associadas aos padrdes de erros corrigiveis dentro da capacidade de correcao
de erros do codigo.

Da matriz H (2.22), obtém-se H”, ou seja,

1 00
010
wr=) 0! 2.32
11 0 1 (2.32)
0 1 1
11 0
De (2.30),
S=e-H" .

Para todos os valores de e (1 = 1) obtém-se:
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Tabela 2.7 - Padrdes de erros corrigiveis e suas respectivas sindromes para o cédigo de bloco
linear (6, 3, 3) gerado por (2.14).

e(t=1) S

100000 | 100
010000 010
001000 | 001
000100 101
000010 | 110
000001 011

d) Verificagdo se este cddigo ¢ um codigo perfeito.

Um cdédigo perfeito deve satisfazer

= -5()

2n—k — 26—3 — 8

Logo, o codigo de bloco linear (6, 3, 3) ndo € um codigo perfeito. De fato, o nimero de sindromes
possiveis sdo todas as sindromes ndo nulas mais a sindrome nula, que totalizam 7 sindromes. Por
inspecdo a Tabela 2.7, verifica-se a auséncia da nula e da sindrome S = 111. A auséncia da
sindrome nula deve-se ao fato que ela corresponde ao padrao de todo zero, ou seja, vetor recebido
sem erro, enquanto que a sindrome 111 s6 ocorrera se o padrao de erro tiver 2 ou mais erros, o que
estd fora da capacidade de correcdo deste codigo.

2.3.7. CORREGAO DE ERROS PELA SiNDROME

Conforme mostrado no Exemplo 2.13, deve existir uma correspondéncia exclusiva entre um padrao
de erro e uma sindrome de erro. Isso abre a possibilidade de ndo s6 podermos detectar erros, mas
também corrigi-los. A correcao de erros pode ser feita de diversas formas. A seguir sera apresentada
a correcao de erros por meio da sindrome de erros. Basicamente, este processo de correcdo ¢ feito a
partir da identificacdo do padrdo de erro mais provavel por meio do calculo da sindrome de erros.
Uma vez conhecido o padrao de erro ¢ possivel fazer a correcdo de erro somando-se o vetor r
recebido com o padrao de erro, e, associado a ele, pois em (2.26),

r=c+e,

entao,
c¢'=r+e. (2.33)
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Onde ¢’ ¢ a melhor estimativa do vetor codigo que foi transmitido pelo canal ruidoso. Este
procedimento pode ser resumido de acordo com os seguintes passos:

1. A partir da capacidade de corre¢do de erros do cddigo, determina-se a sindrome para todos
os padroes de erros corrigiveis, por meio (2.30);

2. Calcula-se a sindrome de r usando (2.27);

3. Localiza-se o padrao de erro correspondente a sindrome calculada.

4. O vetor cédigo sera aquele determinado por (2.33).

Observaciao: O erro so sera corrigido se o padrao de erro correspondente a sindrome de vetor
recebido for igual ao padrdo de erro introduzido pelo canal, i.e., o padrdo de erro
introduzido pelo canal deve ser um padrao de erro corrigivel.

EXEMPLO 2.13

Suponha que o vetor ¢ = 101011 do codigo (6, 3, 3), gerado por (2.14), tenha sido transmitido e
corrompido por ruido no canal, de modo que na recepcao foi detectado o vetor r = 101010. Corrija
o erro introduzido pelo canal a partir da associagdo da sindrome com o padrdo de erro mais
provavel.

Solucio:

A sindrome de erros para o vetor recebido ¢ determinada por meio de (2.33), ou seja:

S=r-H' =(101010) =1(100) +0(010) +1(001) + 0(101) + 1(110) + 0(01 1)

(e N = N s T
—_— = O OO = O
—_—0 = = O O

S=100+001+110 = S=011

Em canais AWGN os padrdes de erros mais provaveis sdo aqueles com menor nimero de erros.
Além disso, o erro so serd corrigido com certeza se o padrao de erro introduzido pelo canal for um
padrao de erro corrigivel pelo codigo.

A Tabela 2.7 obtida no Exemplo 2.12 associa os padrdes de erros as suas respectivas sindromes.

Esta tabela ¢ reapresentada a seguir com as colunas invertidas e reordenadas, para permitir mais
facilmente a identificagdao do padrdo de erro a partir da sindrome obtida acima.
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Tabela 2.8 - Sindromes e seus respectivos padrdes para o codigo de bloco linear (6, 3, 3) gerado

por (2.27).

S e(t=1)
000 | 000000
001 | 001000
010 | 010000
011 | 000001
100 | 100000
101 | 000100
110 | 000010

De acordo a Tabela 2.8 a sindrome calculada corresponde ao padrao de erro e = 000001. Logo, o
vetor codigo mais provavel de ter sido o vetor transmitido pode ser determinado por (2.39), i.e.:

¢'=r+e=101010+000001
¢'=101011

=  ARRANJO PADRAO

O arranjo padrdo ¢ um esquema de decodificagdo baseado em sindrome de erro. Apesar da sua
importancia didatica, sua aplicabilidade fica restrita aos c6digos de bloco com niimero reduzido de
palavras codigos.

Conforme ja apresentado, um codigo de bloco é um subespago vetorial composto por 2* palavras
codigos. Entretanto, quando uma palavra codigo € transmitida por um canal ruidoso e € corrompida
por ruido, ela pode se transformar em uma palavra ndo valida que pertence a um conjunto de 2"
palavras com z bits, que constitui o espaco vetorial V.

Considere as 2* palavras codigos de um codigo de bloco linear ¢,,c¢,,...,¢ -

. , k ~ . \ k., po.
Considere também os 2" padrdes de erros e,e,,...,e ok associados as 2"" sindromes possiveis.

Um arranjo padrao ¢ constituido por todas as palavras do espago vetorial V,, de acordo com os
passos apresentados a seguir e ilustrados na Figura 2.7.

1. Um arranjo padrio é formado por 2 subconjuntos, sendo que cada subconjunto é uma
coluna do arranjo padrdao. Consequentemente, um arranjo padrao possui 2¥ colunas.

2. A primeira linha do arranjo padrdo ¢ composta por todas as 2* palavras codigos, ou seja, a
primeira linha do arranjo padrio ¢ o subespaco vetorial das 2° palavras codigos.
Obrigatoriamente a palavra toda zero ou chamada de ¢; = e; = 0 ¢ a palavra que ocupa a
posigao superior esquerda do arranjo.

3. A primeira coluna do arranjo padréo é formada por todos os 2"* padrdes de erros, incluindo
o vetor todo zero que ocupa a posi¢ao superior esquerda do arranjo. Consequentemente, um
arranjo padriio possui 2" linhas. A segunda linha do arranjo é formada pela soma de e, com
cada um dos vetores cddigos na primeira linha. Este procedimento se repete até que a (n-k)
¢-sima linha complete o arranjo.
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Cada linha do arranjo forma um subconjunto disjunto dos demais subconjuntos das outras linhas.
Cada subconjunto ¢ chamado de coset e o vetor do coset que pertence a primeira coluna ¢ chamado
de lider do coset.

O arranjo padrao permite a decodificacdo direta da palavra recebida pela identificagdo de um dos 2k
subconjunto, ou coluna, ao qual pertence a palavra recebida. Uma vez identificada esta coluna o
vetor codigo decodificado ¢ o vetor da primeira linha da coluna identificada.

c,=e =0 c, c C, <«— palavras codigos
e, e, +c, e, +¢, e,+c, <+
€; €; +C2 €; +Ci €; +c2k <+—
€ ej+c2 ej+c,. ej+c2k <+—1— cosets
ezn—k ezn—/( +cC, ezn—k +c, ezn—/( +c2k <+

bt t y

lideres dos cosets | ]
subconjuntos

Figura 2.7 - Arranjo padrao.

O Exemplo 2.14 apresenta o uso do arranjo padrdo para a corre¢do de erros e também um
comentario sobre o equivoco de decodificagdo que pode ocorrer quando o cddigo usado nao é um
codigo perfeito.

EXEMPLO 2.14

Considere o codigo (6, 3, 3), gerado por (2.14). Pede-se:

a) Construir um arranjo padrdo para este codigo.

b) Decodificar o vetor recebido 101010.

c) Admita que o vetor cddigo 101100 tenha sido corrompido pelo padrio de erro 010100.
Decodifique o vetor recebido.

Solucio:
a) O Arranjo Padrao

De acordo com o Exemplo 2.13, este codigo € capaz de corrigir, garantidamente, todos os
padroes de um erro. Como n = 6 entdo existem seis padrdes de um erro que sdo aqueles listados
na Tabela 2.7. Entretanto, para a montagem do arranjo padrdo sdo necessarios 2" = 8 padrdes
de erros para compor a primeira coluna do arranjo. Esses oito padrdes de erros geram,
evidentemente, oito sindromes de erro, incluindo o padrdo de erro e = 000000, associado a
sindrome S = 111, que ocupa a primeira célula da primeira coluna. Logo, Conforme apresentado
na Tabela 2.8 a Unica sindrome ndo nula ndo associada aos padrdes de um erro ¢ a sindrome
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S = 111. Isso significa que deve haver um ou mais padrdes de duplo erro associado a sindrome
S =111, pois a capacidade de correcdo deste cddigo ¢ de um erro. De fato, pode-se verificar que
existem trés padrdes de duplo erro capaz de gerar a sindrome S = 111, conforme mostrado a
seguir, mas apenas uma deve ser escolhida para compor o arranjo padrao.

1t oo
(100001)
01 0
ou
I 00 1 _
S=e-H' =(010100)} - = S=111
1 0 1
ou
110
(001010)
7o 11

Uma vez escolhido o padrao de duplo erro para completar a primeira linha do arranjo padrao,
que neste exemplo ¢ o padrao de erro e = 100001, pode-se montar o arranjo padrdo da seguinte
forma:

1) 1% Linha: todas as palavras codigos iniciando-se pela palavra toda zero (Tabela 2.6).

| 000000 | 101100 | 110010 | 011110 | 011001 | 110101 | 101011 | 000111 |

2) 1* Coluna: os (n - k) padrdes de erros corrigiveis (garantidamente ou nio).

000000 | 101100 | 110010 | 011110 | 011001 | 110101 | 101011 | 000111
100000
010000
001000
000100
000010
000001
100001

3) Demais células: cada célula ¢ ocupada pelo vetor resultante da soma da palavra codigo do
subconjunto da célula pelo seu lider do coset.

000000 | 101100 | 110010 | 011110 | 011001 | 110101 | 101011 | 000111
100000 | 001100 | 010010 | 111110 | 111001 | 010101 | 001011 | 100111
010000 | 111100 | 100010 | 001110 | 001001 | 100101 | 111011 | 010111
001000 | 100100 | 111010 | 010110 | 010001 | 111101 | 100111 | 001111
000100 | 101000 | 110110 | 011010 | 011101 | 110001 | 101111 | 000011
000010 | 101110 | 110000 | 011100 | 011011 | 110111 | 101001 | 000101
000001 | 101101 | 110011 | OI1111 | 011000 | 110100 | 101010 | 000110
100001 | 001101 | 010011 | 111111 | 111000 | 010100 | 001010 | 100110
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b) Decodificagdao do vetor 101010

Conforme mostrado abaixo, o vetor 101010 pertence ao coset cujo lider ¢ o padrao de erro
000001 e ao subconjunto do vetor codigo 101011.

000000 | 101100 | 110010 | 011110 | 011001 | 110101 | 101011 | 000111
100000 | 001100 | 010010 | 111110 | 111001 | 010101 | 001011 | 100111
010000 | 111100 | 100010 | 001110 | 001001 | 100101 | 111011 | 010111
001000 | 100100 | 111010 | 010110 | 010001 | 111101 | 100111 | 001111
000100 | 101000 | 110110 | 011010 | 011101 | 110001 | 101111 | 000011
000010 | 101110 | 110000 | 011100 | 011011 | 110111 | 101001 | 000101
000001 | 101101 | 110011 | O11111 | 011000 | 110100 101010 | 000110
100001 | 001101 | 010011 | 111111 | 111000 | 010100 | 001010 | 100110

Deste modo, a decodificagdo pelo arranjo padrao pressupde que o vetor coédigo transmitido foi o
vetor 101011 (vetor decodificado) que foi corrompido pelo padrao de erro 000001.

¢) Decodificagdo do vetor ¢ = 101100 corrompido por e = 010100

r=c+e=101100+ 010100 = r=111000

000000 | 101100 | 110010 | 011110 | 011001 110101 | 101011 | 000111
100000 | 001100 | 010010 | 111110 | 111001 | 010101 | 001011 | 100111
010000 | 111100 | 100010 | 001110 | 001001 | 100101 | 111011 | 010111
001000 | 100100 | 111010 | 010110 | 010001 | 111101 | 100111 | 001111
000100 | 101000 | 110110 | 011010 | 011101 | 110001 | 101111 | 000011
000010 | 101110 | 110000 | 011100 | 011011 | 110111 | 101001 | 000101
000001 | 101101 | 110011 | OI1111 | 011000 | 110100 | 101010 | 000110
100001 | 001101 | 010011 | 111111 | 111G00 | 010100 | 001010 | 100110

A decodificagdo pelo arranjo padrao pressupde que o vetor codigo transmitido foi o vetor
011001 (vetor decodificado) que foi corrompido pelo padrao de erro 100001. Note que houve um
equivoco na decodificagdo porque existem trés padrdes de duplo erro associado a sindrome S =
111 e o que foi escolhido para compor o arranjo padrio ndo foi o padrio de duplo erro
introduzido pelo canal.

2.3.8. CODIFICADOR PARA CODIGOS DE BLOCO SISTEMATICOS SIMPLES

Quando os coédigos de blocos sao simples e curtos, a implementacdo de um circuito de codificacao
pode ser feita diretamente com o auxilio das equacdes que determinam as palavras codigos. Para um
codigo de bloco linear sistematico, a palavra codigo pode ser escrita como

c=(po,pl,...,pnfkfl,mo,ml,...,mkfl). (2.34)

Note que a obten¢ao dos bits de paridade a partir de (2.13) resume-se as seguintes operagoes:
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Po =My Py tm -pyyt...tm_ P,
Py =my - py tmy 'pl'l ot m Py (2.35)

Pocies =My Poyga T Pryga T oo T Dy i

Assim, com o conhecimento da matriz geradora na forma sistematica ¢ possivel particularizar o
conjunto de equacdes apresentadas em (2.41) para a geragdo das palavras cddigos por meio de
circuitos logicos combinacionais. Veja Exemplo 2.15.

EXEMPLO 2.15

Construa um codificador para o cdodigo (6, 3) representado pela sua matriz geradora reproduzida a
seguir

1 0110
G= [ka(n—k)‘lkxk]z 0 1 101
1 1000

- o O

Solucio:
De acordo com (2.41) as equagdes de paridade para a matriz geradora acima sao:

Py =m,+m,
py=m +m,

P, =my+m,

Logo, um circuito codificador pode ser implementado conforme apresentado a seguir:

\4
3
3
3

Geragao dos bits de paridade | pPo | P4 P2

Figura 2.8 - Circuito de codificagdo para o cédigo (6, 3).

* % %
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2.3.9. DECODIFICADOR PARA CODIGOS DE BLOCO SISTEMATICOS SIMPLES

Quando os codigos de blocos sdo simples e curtos um decodificador pode ser implementado com

um circuito simples a partir dos seguintes passos:

1. Calculo da sindrome;
2. Localizagdo do padrio de erro;

3. Soma moddulo-2 do padrao de erro com o vetor recebido.

O calculo da sindrome pode ser feito considerando as expressdes apresentadas a seguir.

— T_
S=r-H —(ro,rl,...,rn .

Poo
Pro

| P10

Pri

Poi
P

0
0

1
Do, k-1
P i

Pt nk-1 |

Sog =Ty Tk PootVjss  Prot - T Piayo

S =1+ Py Yl Pt T Doy

= (Sgs815- o8, 4r) (2.36)

(2.37)

Syt = Vockar Tk " Popkar T hoknt " Pro—ia T oo T 10 Prct i

Cada sindrome deve gerar um padrao de erro (corrigivel) que devera ser somado ao vetor recebido.

EXEMPLO 2.16

Construa um decodificador para o cddigo (6, 3) representado pela sua matriz verificadora de

paridade transposta reproduzida a seguir.

HT
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Solucio:

De acordo com (2.43) as equacdes das sindromes a partir da matriz verificadora de paridade acima
sao:

Sy =1, tr,+r,

S, =1 +r, +rs

S, :I"2+7"3+I/'5

Seguindo os passos apresentados e utilizando as equagdes acima, pode-se desenhar o circuito de
decodificagdo apresentado a seguir. Note que o circuito de decodificacdo pode ser simplificado por
meio da exclusdo das portas acinzentadas, responsaveis pelos bits ¢, c; € ¢, de paridade, uma vez
que o resultado da decodificag@o resume-se aos bits de informacao cs, ¢4 € cs.

Vetor recebido > 1 r r rs ry rs
r

@

& & -0

h r r r3 Iy I's
—> —> —> —p

Co C1 Co Cs Ca Cs

Figura 2.9 - Circuito de decodificagdo para o codigo (6, 3).

* % %

2.4. DESEMPENHO DOS CODIGOS DE BLOCO LINEARES [1]

Se um codigo de bloco capaz de corrigir ¢ erros ¢ utilizado exclusivamente para correcao de erros
em um canal bindrio simétrico (BSC), com probabilidade de transicao (probabilidade de erro de bit)
p, a probabilidade de erro de bit apds a decodificagdo pode ser determinada aproximadamente por:

P~ Z j(’?]p’(l—p)”"" (2.38)
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Para fins de comparacao, o desempenho de alguns cédigos de bloco lineares simples em um canal
AWGN com modulacdo BPSK, com detec¢do coerente, pode ser obtido considerando-se que a
probabilidade de erro de simbolo em termos da relagdo entre a energia de simbolo codificado e a
densidade espectral de ruido, E./Ny, pode ser determinada por

_le’,f‘c Ec
P=3 N, (2.39)

Por sua vez € necessario relacionar também E./N, com Eb/N,, que € relagdo entre energia gasta com
os bits de informacao e a densidade espectral de ruido, ou seja,

E. (k\E, . E,
e _[K)Z_p Ln
(nj N, N, (2.40)

N,

Substituindo (2.46) em (2.45) obtém-se:

1 E
p=—erfc |[R,—. 2.41
2 7\ N, (241)

Com (2.41) e (2.38) a comparacao do desempenho aproximado entre alguns codigos de blocos
simples transmitidos sobre a modulacdo BPSK com a propria modulagdo BPSK ndo codificada
pode ser obtida diretamente. A Figura 2.10 mostra o desempenho aproximado entre a modulagdo
BPSK ndo codificada com as BPSKs com os codigos: Hamming (7, 4), BCH (15, 7), Golay (23,
12), BCH (63, 36) e BCH (127, 64).

P, o

BPSK nao codificada
-3 (7,4) t=1

e NN
e N
_7 RN

10
12

EpIN,

Figura 2.10 - Desempenho de alguns codigos de blocos lineares.
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Note que os codigos, cujos desempenhos estdo apresentados na Figura 2.10, possuem taxa de
codificacdo entre 0,47 e 0,57. Procurou-se, desta forma, manter a taxa de codificagdo praticamente
constante para que o desempenho dos cddigos com diferentes comprimentos fossem comparados.
Isso foi feito com o objetivo de evidenciar uma importante caracteristica dos codigos de blocos: a
capacidade dc correcdo de erros por bloco aumenta com o aumento do comprimento quando a taxa
de codificagdo ¢ mantida constante. Como consequéncia, aumentos significativos no desempenho
podem ser obtidos.

2.5. CobiGcos CicLicos [1][2][31[4][5][6]
2.5.1. INTRODUGAO A0S CODIGOS CicLICOS

Os coédigos ciclicos binarios sdo uma importante subclasse de cddigos de bloco lineares. Sao
codigos de facil implementagdo com registradores de deslocamento realimentados. O calculo da
sindrome também pode ser facilmente executado de forma similar, com registradores de
deslocamento realimentados.

Um codigo linear (n, k) ¢ chamado de codigo ciclico se ele pode ser descrito pela propriedade
apresentada a seguir. Se a n-tupla

c= (CO) cly C2, e Cn-l)

¢ um vetor codigo no subespaco S, entao,
1 _
V= (cp1, oy €1y s Ca2)

obtido pelo deslocamento correspondente a uma posicao de bit, ¢ também um vetor codigo em S.

Em geral,

() _
C" = (Cpeis Cnoiit1s Cly wv 5 Cpely €Oy Cly wvv 5 Cpeic])

obtido pelo deslocamento correspondente a i posi¢des de bit, € também um vetor codigo em S.

Os componentes de um vetor codigo u podem ser tratados como os coeficientes de um polindmio
c(X) como mostrado a seguir.

cX)=cotc X+ X+ .+ X™ (2.42)
Nesta representacdo a presenga ou auséncia de cada termo no polindmio indica a presenca de um 1

ou 0, respectivamente, na correspondente loca¢do da n-fupla. Desta forma, o polindmio pode ter
grau n - 1 ou menos.
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Exemplo 2.17

Seja o vetor codigo
c=0001101

de um cddigo de bloco linear (7, 4). Sua representacdo polinomial ¢
X=X +Xx*+x°
ou seja, um polindmio de grau n - 1. O valor de ¢, que também pertence a0 mesmo codigo (7, 4) ¢
<¥=1010001.

* % %

Podem-se gerar codigos ciclicos usando um polindmio gerador, da mesma forma que sdo gerados os
codigos de bloco usando uma matriz geradora.

O polindmio gerador g(X) para um codigo ciclico (, k) tem a forma
g =go+tg@ X+@X*+. . . +g X" (2.43)
onde gy ¢ g, devem ser iguais a 1 e o grau do polindmio gerador deve ser n - k.

Finalmente, um polindmio g(X) ¢ um polindmio gerador de um cddigo ciclico (n, k) se, e somente
se, ele for um fator de X" + 1.

EXEMPLO 2.18

Verifique se o polindmio X * + X + 1 gera um codigo ciclico C = (7, 4).

Solucio:
X7+1 X3 +X+1

X'+Xx°+Xx% X+ X2+ Xx+1
0 +X°+X*+1
X°+X°+X7
0 +X*+Xx3+Xx2+1
X*+ X2+ X)
0+X +X+1
X’ +X+1)
0

Conclusdo: O polindmio X * + X + 1 gera um codigo ciclico (7, 4) e ainda permite-nos concluir
que o polindmio X * + X % + X + 1, que é o quociente da divisdo realizada, gera um
codigo ciclico (7, 3), pois

X'+ D)=X"+X*+X+ )X’ +X+1)

* % %
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A matriz geradora para um codigo ciclico gerado pelo polindmio gerador g(X) pode ser obtida
fazendo

g0 & & - &ux 0 0 0
0 g g & - g 0 0

G=0 0 g g g gy 0 e 0 (2.44)
_0 -+ 0 0 0 8o & & 8k

Onde gy, g1, &2, ... , gk S30 0s termos do polindmio g(X) = go + @ X + @ X > + ... + g X "

E possivel fazer a codificacdo de forma sistematica, através de uma matriz geradora G’ obtida a
partir da matriz G. Para isso, conforme visto anteriormente, G’ deve ter a forma

Pu P 0 Pia-n 10 -0
01 -0

c=[p : 1]=|" 2 Pren 7 0 77 0 (2.45)
Pu Pra " Pro-n 00 - 1

Isso pode ser feito através de operacdes lineares com as linhas de G até que G’ tome a forma
desejada.

EXEMPLO 2.19

Determine o vetor cédigo de um codigo ciclico (7, 4), correspondente a mensagem m = 1011,
utilizando a matriz geradora na forma sistematica, obtida a partir do polinomio gerador

gX) =X’ +X+1.
Solucio:

Do exemplo anterior, a matriz geradora na forma ndo sistematica ¢

I 101 0 00

01 10100
G=

0O 011 010

0 00 11 01

Por inspecdo verifica-se que a primeira e a segunda linha estdo corretamente posicionadas para a
obteng¢do de uma matriz na forma sistematica.

A terceira linha da matriz pode ser obtida através da soma das linhas 1 e 3.

A quarta linha da matriz pode ser obtida somando-se as linhas 1, 2 e 4.
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1101000
0110100

G'=
1110010
1010001

O vetor cddigo na forma sistematica ¢ obtido pela operagdo U = m.G’, conseqiientemente

1 101000

01 10100
c=m.G'=1011

1 110010

1 01 0 0 0 1
c=1001011

* % %

E facil concluir que uma vez obtida a matriz G’ na forma sistematica, a obtengdo da matriz
verificadora de paridade H, do cddigo C gerado por G’ ¢ imediata, pois

H= [I n—k . PT]
2.5.2. CODIFICAGAO SISTEMATICA DE CODIGOS CicLiIcOsS cOM REGISTRADORES DE
DESLOCAMENTO DE (n-k) ESTAGIOS
Um vetor mensagem pode ser escrito na forma polinomial como
m(X)=my+mX +m,X* +.+m_X*' (2.46)
Na forma sistematica, os digitos de mensagem sdo apresentados explicitamente como parte do vetor
codigo. Para que a porcdo mensagem da palavra codigo ocupe as posicdes dos bits mais

significativos, podemos fazer um deslocamento dos bits de mensagem para a direita, ficando as n - &
posicdes mais a esquerda para a parte de paridade, ou seja,

X" mX)=m X " rm X o Am X (2.47)
Dividindo a expressdo acima por g(X), obtém-se
X" m(x)=q(x)g(x)+r(x) (2.48)
ou, entao

r(X)+X"* m(X) = q(x)g(X) = ¢(X) (2.49)

Onde o resto r(X) representa a parte de paridade do vetor codigo e o produto X" * m(X) representa a
parte mensagem que foi deslocada n - k bits para a direita.
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EXEMPLO 2.20

Determine o vetor codigo de um cédigo ciclico (7, 4), na forma sistematica, para m = 1011,
utilizando o polinémio gerador g(X) =X+ X + 1.

Solucio:
mX)=1+X>+x°3

X" "m0 =X 1+X*+X)=Xx>+Xx"+Xx°

Dividindo X" *m(X) por g(X) pode-se escrever

+

X’ +X°+X%= (1+X+X*+X°)  (1+X+X?)
X" () q(x) g resto

Finalmente,
X=X+ X’ mX)=(1+X+X"+X°

c=1001011

* % %

O circuito que faz as operagdes polinomiais apresentadas anteriormente esta apresentado na Figura
2.11.

l l Chave 1 |«

Io r — I (— — —»| Fn-k-1 =-ID Chave 2
A
b
O
o—>

@ Entrada o/ saida
Conexao vinculada a existéncia de g; a

Figura 2.11 — Codificador para codigos ciclicos sistematicos utilizando registradores de
deslocamento.
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O procedimento de codificagdo com o circuito da Figura 2.11 € o seguinte:

Passo 1: A chave 1 permanece fechada, para permitir a entrada dos bits de mensagem no estagio
de codificacdo. A chave 2 permanece na posicao (a) para permitir a transmissao dos bits
de mensagem diretamente para o registro de saida, durante os primeiros k deslocamentos.

Passo 2: Apds a transmissdo dos k bits de mensagem a chave 1 ¢ aberta (impedindo a
realimenta¢do) e a chave 2 ¢ movida para a posicao (b).

Passo 3: Os (n-k) bits de paridade que estdo armazenados nos registros de deslocamento sdo
transmitidos, completando a transmissdao do polindmio codigo.

EXEMPLO 2.21

Seja o codigo (7, 4) cujo polinémio gerador é g(X) = 1 + X + X °. Para o vetor mensagem m = 1011,
o polindmio cédigo resultante é c¢(X) = 1 + X ° + X ° + X ®, que corresponde ao vetor codigo

c = 1001011. Mostre a formagdo e transmissdo deste vetor codigo utilizando o circuito da Figura
2.11.

Solucio:

Chave 1 [«

9o g1

ro —><-B—> rhn |—»| I $<—B

o Chave 2
mX)=1+X?+X? o—
Entrada o‘/ Saida
a

Figura 2.12 — Circuito de codificacdo para o Exemplo 2.21.

Fila de Numero de Conteudo dos .
. Saida

entrada | deslocamentos | registradores
1011 0 000 -
101 1 110 1
10 2 101 1
1 3 100 0
- 4 100 1

Ap6s os 4 deslocamentos a chave 1 ¢ aberta, a chave 2 passa para a posicdo b e o conteudo dos
registros (paridade) ¢ transmitido. Logo, o vetor transmitido ¢

c¢=1001011.

* % %
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2.5.3. DETECGAO DE ERROS DE CODIGOS CicLICOS SISTEMATICOS COM REGISTRADORES DE
DESLOCAMENTO DE (n-k) ESTAGIOS

Um vetor cédigo transmitido c¢(X) pode ser alterado pela presen¢a de ruido, de forma que fungao do
decodificador € recuperar o vetor codigo transmitido a partir do vetor recebido.

Seja entdo um vetor recebido
r(X)=r,+rX+rX’ + +r_ X" (2.50)

O decodificador deve testar se o vetor recebido ¢ um vetor codigo, o que equivale a dividir o
polinémio recebido pelo polindmio gerador, pois

1(X) =q(X)g(X)+S(X) (2.51)

Se a sindrome for zero, o vetor recebido ¢ aceito como um vetor codigo, caso contrario, tem-se uma
deteccdo de erro através da sindrome.

EXEMPLO 2.22

Determinar a sindrome do vetor r = 1001011, codificado na forma sistematica a partir do polinémio
gerador gl X) = 1 + X + X 3 utilizando registradores de deslocamento. Mostre a formacdo da
sindrome a cada deslocamento.

Solucio:

O circuito para a determinacdo da sindrome ¢ semelhante ao utilizado para a codificagdo, conforme
mostrado a seguir.

Chave

Jo g1
Entrada

Saida da
1001011*@* ro —>@—> ry > rz Chave = . irome

A\ 4

Figura 2.13 - Circuito de deteccio de erros para o codigo ciclico gerado por g(X) =1+X+ X°.
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Procedimento:
Passo 1: A chave 1 ¢ inicialmente fechada e a chave 2 aberta. O vetor recebido ¢ deslocado pela
entrada dos registradores, cujos estados iniciais sdo todos zero. Apds o vetor recebido

estar todo nos registradores, seu conteudo ¢ a sindrome.

Passo 2: A chave 1 ¢ entdo aberta e a chave 2 fechada, de forma a permitir que o vetor sindrome
possa ser deslocado para fora dos registradores.

O conteudo dos registradores a cada deslocamento ¢ apresentado a seguir.

Fila de Numero de | Conteudo dos
entrada | deslocamentos | registradores
1001011 0 000
100101 1 100
10010 2 110
1001 3 011
100 4 011
10 5 111
1 6 101
- 7 000
* % %

2.5.4. DECODIFICADOR DE MEGGITT [3][4][6]

Codigos ciclicos podem ser decodificados utilizando-se o decodificador, cujo modelo genérico ¢
apresentado na Figura 2.14, conhecido como Decodificador de Meggitt. Seu funcionamento pode
ser descrito da seguinte forma:

Passo 1:  Inicialmente as chaves CH 1, CH 3 ¢ CH 4 estido fechadas ¢ as chaves CH2 ¢ CHS5
abertas. A sindrome ¢ gerada pelo deslocamento do vetor recebido, a0 mesmo tempo em
que este ¢ armazenado no registrador de deslocamento.

Passo 2: A sindrome ¢ lida pelo gerador de padrdo de erro. O gerador de padrdo de erro ¢ um
circuito combinacional que apresenta “1” em sua saida se e somente se a sindrome

gerada corresponde ao padrdo de erro na posi¢dao mais a direita do vetor recebido.

Se o vetor recebido for um vetor valido, o gerador de padrdo de erro tera zero em sua
saida e assim permanecera até que o vetor recebido seja todo deslocado para fora.
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CH 2

Vetor
corrigido

Vetor

recebido CH1

Registrador de deslocamento
O—»

CH3

o Conexoes de realimentacgao
Gerador de sindrome
A

CHS5

Gerador de padrao de erro

o o

Modificagao da sindrome

Figura 2.14 - Diagrama em blocos do decodificador de Meggitt.

Passo 3:  Aschaves CH 1 e CH 3 sdo abertas, a chave CH4 permanece fechada e as chaves CH2 ¢
CHS5 sdo fechadas. E iniciado o deslocamento ciclico do vetor recebido ao mesmo

-

tempo em que o gerador de padrdo de erro realimenta o gerador de sindrome.

Se o vetor recebido tiver um padrio de erro corrigivel, durante o deslocamento ciclico
do vetor recebido o padrdo de erro ira se deslocar até que ele alcance a posi¢do mais a
direita do registrador de deslocamento. Durante esse processo, a sindrome ¢ modificada
a cada deslocamento. Quando o padrdo de erro alcanca a posicdo mais a direita do
registrador de deslocamento, o gerador de padrdo de erro apresentara “1” em sua saida
que serd somado na saida do decodificador e inverterd o bit correspondente a esta
posicdo. Apos o enésimo deslocamento, o conteudo do registrador de deslocamento ¢ o

vetor recebido corrigido.
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Passo4:  Apds todo o deslocamento do vetor recebido, as chaves CH 1, CH 3 ¢ CH 4 sao
fechadas e as chaves CH2 e CHS5 abertas e a decodificacdo do proximo vetor ¢ feita
repetindo-se os passos de 1 a 3.

O exemplo apresentado a seguir ilustra todos os passos da operacdo de decodificacdo de um
decodificador de Meggitt.

EXEMPLO 2.23

Considere a decodificagio do codigo ciclico (7, 4) gerado pelo polindmio g(X) =1 + X+ X °. Este é
um codigo perfeito, capaz de corrigir exclusivamente todos os padrdes de um erro. Suponha que o
vetor codigoc=10010 1 1 tenha sido transmitido e o vetor recebido tenha sidor=101101 1.
Evidentemente existe um erro na terceira posi¢ao da esquerda para a direita. Mostre a decodificagao
deste vetor, passo a passo, utilizando o decodificador de Meggitt.

Solucio:

Os padrodes de erros e suas respectivas sindromes para este cédigo sdo apresentados na Tabela 2.9:

Tabela 2.9 — Padrdes de erros e sindromes para o cddigo gerado por
gX)=1+X+X"

Padroes de erros | Sindromes
1000000 100
0100000 010
0010000 001
0001000 110
0000100 011
0000010 111
0000001 101

Note que a sindrome correspondente ao padrao de erro posicionado mais a direita (0000001) ¢ 101
que serd o unico padrao de erro gerado pelo decodificador. O decodificador de Meggitt para este
codigo estéd apresentado na Figura 2.15.
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CH 2

o‘\c
Vetor Vetor
recebido CH1 corrigido
- @
O >
A
CH3 CH4
o
O\C
A
CH5
O_

Figura 2.15 - Decodificador de Meggitt para o codigo ciclico gerado por g(X) =1+ X+ X>.

Passo 1: Inicialmente as chaves CH 1, CH 3 e CH 4 estdo fechadas e as chaves CH2 ¢ CH5
abertas. O vetor 1 0110 1 1 ¢ carregado no registrador de deslocamento.

Passo 2: A sindrome correspondente ao padrao de erro ¢ gerada e lida pelo gerador de padrdo de
erro, conforme mostrado na Figura 2.16 (a). Como a sindrome ndo corresponde ao
padrao de erro na posi¢cdo mais a direita do vetor recebido, a saida do gerador de padrao
de erro ¢ zero.

Passo 3:  As chaves CH 1 ¢ CH3 sdo abertas, CH 4 permanece fechada e as chaves CH2 ¢ CH5
sao fechadas. E iniciado o deslocamento ciclico do vetor recebido.

Note que enquanto a posi¢dao de erro nao alcanga a ultima posi¢do do registrador de
deslocamento, nada ¢ somado a saida do decodificador. Veja Figura 2.16 (a) até (d).
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‘ Registrador de deslocamento
1{0(1[{1({O[1[1

(a) Erro?
Passo 1 — 0
O[O [T ™ sp-5;°9,
Sindrome Padréo de erro

L Erro+
1{1]10(1]11(0]1
(b)

1 2 Deslocamento —

L Erro+
1(111(0]11(1]0
(c)

22 Deslocamento _

L Erro*
o(11111]01]|1—
(d)

0

32 Deslocamento _

—_—
—_—
o
%)
o

2
©
()

‘ (@) i

4

»c?

Figura 2.16 (a) a (d) - Decodificagdo passo-a-passo para o Exemplo 2.23

No quarto deslocamento, Figura 2.16 (¢), o padrao de erro alcanga a tltima posi¢do do
registrador de deslocamento e o gerador de padrdao de erro gera “1” para ser somado
com a ultima posi¢ao de bit do registrador de deslocamento, que € o bit errado.

A partir do quinto deslocamento, ndo h4a mais erro no vetor e a sindrome passa a ser

zero e assim permanece até que todo o deslocamento ciclico seja completado. A Figura
2.16 (h) apresenta o vetor corrigido como contetido do registrador de deslocamento.
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Corrggéo
L Erre y 0= Chado
11011(1]11(0]1
(e)

42 Deslocamento

L v Bit corrigido
of1]101[{1]11(0
()

52 Deslocamento

L Saida
Olof(1]10|11(1]1
(9)

62 Deslocamento

‘ Vetor cédigo Saida
11010(1]0[1(1
(h)

7° Deslocamento

3

4

o
o
o
v
()
|
o i

)

Figura 2.16 (e) a (h) - Decodificagdo passo-a-passo para o Exemplo 2.23

* % %
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2.6. CODIGOS DE BLOCcOs BEM CONHECIDOS [6]

Nas subse¢des a seguir sdo apresentados os cddigos de blocos mais conhecidos, uma breve
descri¢cdo de cada um e as suas principais caracteristicas.

2.6.1. CopiGos DE HAMMING

Sao cddigos de bloco simples, que podem ser obtidos de forma ciclica, caracterizados pela seguinte
estrutura:
(n,k)=2"-1,2"-1-m) (2.52)

onde m =2, 3, ... Isto ¢, suas caracteristicas principais sdo apresentadas na Tabela 2.10.

Tabela 2.10 - Principais caracteristicas dos Codigos de Hamming.

Comprimento do cédigo: n=2"-1
Numero de bits de informacdo: |k=2"-1-m
Numero de bits de paridade: n-k=m
Distancia minima: Apin=73
Capacidade de corregao: t=1

Estes codigos t€ém uma distancia minima igual a 3 e apesar de terem capacidade de corre¢@o de erro
limitada, eles pertencem a uma classe muito limitada de codigos de bloco conhecidos como codigos
perfeitos.

2.6.2. COpIGos GOLAY

Também ¢ um codigo ciclico e perfeito. Possui maior capacidade de correcdo do que os codigos de
Hamming. Suas principais caracteristicas estdo sdo apresentadas na Tabela 2.11.

(n, k)= (23, 12)

Tabela 2.11 - Principais caracteristicas do Codigo Golay.

Comprimento do codigo: n=23
Numero de bits de informagao: |k=12
Numero de bits de paridade: n-k=11
Distancia minima: dpin ="
Capacidade de corregio: t=3
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O codigo Golay pode ser gerado a partir de um dos dois polindomios:

g =1+X*+X*+Xx°+Xx%+x "0+ x" (2.53)
X)) =1+X +X°+X°+x7"+x° +x" (2.54)

O codigo Golay ¢ facilmente decodificado através de dois decodificadores de armadilha de erro
refinados: o decodificador de Kasami e o decodificador de busca sistematica. Maiores detalhes a
respeito de ambos podem ser encontrados em [4].

2.6.3. Copicos BCH (Bose, CHAUDHURI & HOCQUENGHEM)

Os codigos BCH formam uma extensa classe de codigos ciclicos com grande capacidade de
correcdo de erros. Eles sdo uma extraordinaria generalizacdo dos cddigos de Hamming para
correcao de multiplos erros. Os codigos BCH podem ser caracterizados da seguinte forma: para
qualquer inteiro positivo m (m = 3) e t (1 < 2" "), existe um codigo BCH binario com os pardmetros
apresentados na Tabela 2.12.

Tabela 2.12 - Principais caracteristicas dos codigos BCH.

Comprimento do codigo: n=2"-1
Numero de bits de informacgdo: [k >2"-1-mt
Numero de bits de paridade: n-k<mt
Distancia minima: Ain 2 2t +1
Capacidade de corregao: t erros

Detalhes a respeito da implementacdo dos cddigos BCH, bem como os principais algoritmos de
decodificagdo sdo encontrados nas Referéncias [4] e [6].

2.6.4. COpIGOS REED-SOLOMON - RS

Os codigos Reed Solomon (RS) sdo uma sub-classe dos codigos BCH. Sao codigos ciclicos nao

binarios com simbolos formados por seqiiéncias de m bits, onde m € qualquer positivo inteiro tendo
valor maior do que 2. Os cddigos RS com simbolos de m bits existem para todo n e k para o qual

O<k<n<2"+2 (2.55)

onde k£ ¢ o nimero de simbolos de dados que estdo sendo codificados e n ¢ o nimero de simbolos
codigos em um bloco codificado. As principais caracteristicas dos cddigos RS mais comuns estao
apresentadas na Tabela 2.13.
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Tabela 2.13 - Principais caracteristicas dos cddigos RS mais comuns.

Comprimento do cédigo: n=2"-1
Numero de bits de informacdo: |k=2"-1-2¢
Numero de bits de paridade: n-k=2t
Distancia minima: Adpin=n - k+1
. n—k
Capacidade de corregio: t :L > J

Esses codigos, além de uma notavel capacidade de correcdo de erros, sdo particularmente uteis para
correcdo de erros em rajada. S3o extensamente utilizados em diversos sistemas de comunicagdes
concatenados, principalmente, com codigos convolucionais além de outros sistemas de
armazenamento de informag¢des como CD para audio digital.

2.6.5. COopicos REED-MULLER - RM

Os codigos Reed-Muller sao uma importante subclasse dos codigos decodificaveis por logica
majoritaria baseados em geometria finita ou geometria euclidiana. Sdo cddigos que podem ser

gerados na forma ciclica e ndo ciclica. Suas principais caracteristicas sdo apresentadas na Tabela
2.14.

Tabela 2.14 - Principais caracteristicas dos c6digos RM.

Comprimento do codigo: n=2"-1

f‘ m
Numero de bits de informacao: ( J

U
Numero de bits de paridade: n—k=2"-1- Z( ]

I

Distancia minima: Apin =2""

=0
-1
2" =2
Capacidade de corregao:

Para comprimentos moderados (n), os codigos RM possuem uma capacidade de correcdo de erro
ligeiramente inferior que os codigos BCH. Entretanto, a decodificagdo por logica majoritaria ¢é
muito mais simples de implementar do que as decodificagcdes para codigos BCH, o que torna
atrativo o seu uso. Para comprimentos grandes, o desempenho dos codigos RM torna-se muito
inferior quando comparado com os BCH.
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2.7. EXERciclos

1. Projete um cédigo de bloco linear (5, 2) com codificagdo na forma sistematica tendo como
objetivo a maximizagao do valor de dy,i, € determine:

a) A matriz geradora do codigo.

b) A matriz verificadora de paridade.

¢) A capacidade de deteccao e de correcao de erros do codigo.

d) A tabela de sindrome associada aos padrdes de erros corrigiveis.

2. Considere um codigo sistematico (8, 4) cujas equagdes de verificagdo de paridade sdo:

po=my + my+ ms,
p1=mo+ my+ my,
p2=mo+ my + ms,
p3=mo+ my+ ms,

onde my, m;, m; € m3 sdo bits de mensagem e po, p1, p2 € p3 sao bits de verificagdo de paridade.
Pede-se:

a) Encontrar a matriz geradora e a matriz verificadora de paridade para este codigo.

b) Mostre que a distdncia minima deste codigo € 4. Justifique.

c¢) Verifique se os vetores recebidos 10101010 e 01011100 sdao vetores codigos usando a
sindrome de erros.

d) Desenhe um circuito codificagdo para este codigo.

e) Desenhe um circuito de decodificagdo para este codigo, de forma que a correcdo de todos os
padroes de um erro e detec¢ao simultanea de dois erros possa ser realizada.

2. Calcule a probabilidade de uma mensagem formada por uma seqiiéncia de 12 bits codificada
com um codigo de bloco linear (24, 12) possuir um erro. Admita que o codigo corrige todos os
padroes de 1 e 2 erros ¢ nenhum outro padrdo a mais. Admita também que a probabilidade de
erro do canal ¢ igual a 10™.

3. Considere o codigo ciclico (7, 4) gerado por g(X)=1+ X+ X

a) Mostre que o polindmio gerador apresentado gera de faro um codigo ciclico (7, 4).
b) Encontre todas as palavras codigos.

¢) Encontre a matriz verificadora de paridade do codigo.

d) Verifique se o vetor recebido » = 1101101 é um vetor valido através da sindrome.
e) Qual ¢ a capacidade de corregdo de erros do codigo?

f) Qual ¢ a capacidade de deteccao de erros do codigo?

g) Desenhe um codificador para este codigo utilizando registradores de deslocamento.
h) Desenhe o decodificador de Meggitt para este codigo.
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5. Considere o codigo ciclico (15, 7) gerado por g(X) =1+ X* + X+ X7 + X*,

a) Encontre a matriz verificadora de paridade deste codigo.

b) Determine a capacidade de correcdo de erros deste codigo.

c¢) Este ¢ um codigo perfeito? Por qué?

d) Desenhe um circuito para o calculo da sindrome de erros para este codigo.

e) Mostre como funciona o circuito para o céalculo da sindrome para cada bit de entrada do
polindmio recebido #(X) =1 + X+ X + X'+ x5,

f) Determine qual ¢ o vetor codigo mais provavel de ter sido o vetor transmitido,
considerando o polindmio recebido apresentado na questao “e”.

* % %
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