3 CoDIGos BCH BINARIOS

3.1. INTRODUGAO [1]

Os codigos BCH (Bose, Chaudhuri e Hocquenghen) sdo uma importante e extensa classe de
codigos ciclicos com grande capacidade de correcdo de erros. Esses codigos sdao uma
generalizacdo dos codigos de Hamming para correcdo de multiplos erros. Os cddigos BCH
binarios foram descobertos por Hocquenghen em 1959 e por Bose e Chaudhuri, de forma
independente, em 1960. A estrutura ciclica dos c6digos BCH foi provada por Peterson em 1960.
Em 1961, Gorenstein e Zierler generalizaram os BCH para codigos em p” simbolos, onde p é um
numero primo. Entre os c6digos BCH nao binérios a sub-classe mais importante ¢ a dos codigos
Reed-Solomon (RS), descobertos por Reed e Solomon em 1960, independentemente dos
trabalhos de Bose, Chaudhuri e Hocquen.

O primeiro algoritmo de decodificagdo para os codigos BCH binarios foi desenvolvido por
Peterson em 1960. A partir dai o algoritmo de Peterson foi generalizado e refinado por
Gorenstein e Zierler, Chien, Forney, Berlekamp, Massey, Burton e outros. Entre todos os
algoritmos para a decodificacdo dos cddigos BCH o algoritmo iterativo de Berlekamp e o
algoritmo de busca de Chien sdo os mais eficientes.

Este texto apresenta os fundamentos dos cddigos BCH, o processo de criagdo de um cédigo, o

processo de decodificagdo pelos algoritmos de Peterson e de Berlekamp, e algumas
consideracdes sobre implementagdes.

3.2. Copicos BCH PrivITIVOS BINARIOS

. . -1 . , 4. o, . .
Para qualquer inteiro m > 3 e ¢t < 2", existe um cddigo binario BCH com os seguintes
parametros:

Comprimento do bloco n=2"-1
n® de digitos de verificagdo de paridade n-k < mt
Distancia minima Apin 22"+ 1

O polindmio gerador deste codigo ¢ especificado em termos de suas raizes do campo de Galois
GF (2™). O polindmio gerador ¢ o polindmio de menor grau sobre GF (2") que tem

ad, .., o (3.1)
como suas raizes, [isto ¢, g(«;) = 0 para 1 < i < 2¢]. Isso significa que g(X) tem &, &, &, ..., &' ¢

seus conjugados como todas as suas raizes. Seja ¢(X) o polinémio minimo de & '. Entio, g(X)
deve ser o minimo multiplo comum (MMC) de ¢1(X), ¢ (X), ... , §(X), isto &,

g(X) = MMC{g(X), §xX), ... , P/ X)}. (3.2)
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3. Cobpicos BCH BINARIOS

Se i ¢ um inteiro par, ele pode se representado como um produto da forma como se segue.

. -;l
=12,

!
onde i’ é um niimero impar, e / > 1. Entdo, o' = (a’)z ¢ um conjugado de &' e, portanto, @' e
' tem 0 mesmo polindmio minimo; isto €,

HX) = 9i(X).

Consequentemente, toda poténcia par de o na sequéncia em (3.1) tem o mesmo polindmio
minimo que algumas poténcias impares precedentes na sequéncia. Como resultado, o polindomio
gerador g(X) de um cédigo BCH binario com comprimento 2™ - 1 e capacidade de corregdo de ¢
erros dado por (3.2) pode ser reduzido para

g(X) = MMC{(X), 5(X), ... , Pr1(X)}. 3.3)

Pelo fato do grau de cada polindmio minimo ser m ou menor, o grau de g(X), que ¢ igual a n — £,
¢ no maximo igual a mt. Nao ha uma férmula simples para a determinagdo de n — k, mas se ¢ ¢
pequeno, n — k ¢ exatamente igual a m¢. A Tabela 3.1 apresenta os parametros para todos os
codigos BCH de comprimento 2™ - 1 com m < 8.

Tabela 3.1 - Caracteristicas dos cddigos BCH para valores de m até 8

n k t n k t n k t n k t
7 4 1 120 1 247 1 115 22
11 1 113 2 239 2 107 23
15 7 2 106 3 231 3 99 24
5 3 99 4 223 4 91 25
26 1 92 5 215 5 87 26
21 2 85 6 207 6 79 27
31 16 3 78 7 199 7 71 29
11 5 71 9 191 8 255 63 30
6 7 127 64 10 255 187 9 55 31
57 1 57 11 179 10 47 42
51 2 50 13 171 11 45 43
45 3 43 14 163 12 37 45
39 4 36 14 155 13 29 47
36 5 29 21 147 14 21 55
63 30 6 22 23 139 18 13 59
24 7 15 27 131 19 9 63
18 10 8 31 123 21
16 11
10 13
7 15
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De (3.3) pode-se observar que para um codigo BCH de comprimento 2" - 1, com capacidade de
correcao de um unico erro, ¢, 1(X) = ¢1(X). Logo ele é gerado por

g(X) = a1(X).

Devido a a ser um elemento primitivo de GF(2"), ¢1(X) é um polindmio primitivo de grau m.
Portanto, um codigo BCH de comprimento 2" - 1, com capacidade de corre¢do de um unico erro,
¢ um codigo de Hamming.

EXEMPLO 3.1
Considere o GF(2") gerado por p(X) = 1 + X + X *, apresentado na Tabela 3.2 e suas raizes
conjugadas apresentadas na Tabela 3.3. Determine os polindmios geradores para codigos BCH

com capacidades de corregdo de dois e de trés erros.

Tabela 3.2 — GF(2*) gerado por p(X) =1 + X + X*

Representacido | Representacio | Representaciao
por poténcia polinomial vetorial
0 0 (0000)
=1 1 (1000)
a' o (0100)
o’ o’ (0010)
o’ o (0001)
o' 1+a (1100)
o’ a+ o (0110)
o a’+ o’ (0011)
a’ 1+a+a’ (1101)
o 1+ a? (1010)
o’ a+ o’ (0101)
al? 1+ a+ a? (1110)
a' a+at+a’ (0111)
a? l+a+a’+a’ (1111)
a® l+a*+a’ (1011)
a' 1+ a’ (1001)

Tabela 3.3 — Raizes conjugadas de GF(2*) gerado por p(X) =1+ X + X*

B B 2! Raizes conjugadas
0 0 0

1 1 1

a o, o, ot a o, o) ab
o’ o o a¥=a’ &, o, o, a
o peL a5, o

& |la a¥®=a" ad=a"| o, a", a’ o

3_BCH_V2011_Rev3 - Geraldo Gil R. Gomes 3.3
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SOLUCAO

A partir de GF(2") pode-se criar codigos BCH com comprimento n = 2* — 1 = 15, ou seja, 0s
codigos serdo BCH (15, k).

Os polindmios minimos correspondentes as raizes conjugadas sao:

Raizes conjugadas Polindmios minimos
0 pX)=X
1 Po(X)=X+1

a o, o', ab |4 (X)=+ )X+ D)X+ aH) X+ ab)

=[X’+(a+aH X+’ X*+ (o' + a®) X+ a'?

= X*+ X+ |[X 2+ X+ ]
:X4+(a5+a5)X3+(a,12+a10+a3)X2+(a8+a17)X+a15
=X*'+Xx+1

a’, a0, a? |93 (X)=X+ )X+ o)X+ )X+ a'?)

=X*+(@+a) X+ X+ (@’ +a®) X+ a™]

=[X*+ X+ &’|[X*+ X+ af
=X4+(a2+a8)X3+(a9+a10+aé)X2+(a17+a8)X+a15
=X+ X+ X7+ Xx+1

o, o'’ Ps (X)) =X+ )X+ a')
=X*+(@+a)x+a®
=X?+X+1

ol e e o |9, () = X+ @)X+ @)X+ X+ a'h

=[X2+(CZ7+CL’”)X+ a’lg][X2+(0(13+a’14)X+ a27]

=[X2+ X+ a18][X2+ ALY+ alz]

“ X' (@ ) X+ (@24 @+ " X2+ (@ + ) X+
=X+ X+ X7 +1

Para correcdo de duplo erro:

Para corregao de duplo erro o polindmio gerador ¢ obtido fazendo:

g(X) = MMC{ (), ()}
Como ¢(X) e ¢5(X) sdo dois polindmio irredutiveis distintos,
g(X)= (X)) =1+ X+ XH1+X+X*>+ X3+ X%
gX)=1+X*+Xx°+Xx"+ X% (3.4)

Logo g(X) gera um codigo BCH (15, 7) ciclico com dyi, = 5. Uma vez que o polindmio gerador
do codigo possui peso 5, entdo a distdncia minima do c6digo € exatamente 5.
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Para correcdo de triplo erro:

Para corregao de trés erros o polindmio gerador ¢ obtido fazendo:
g(X) = MMC{g(X), 5(X), 4s(X)} = (1 + X+ X H(1 + X+ X+ X0+ XH(1+ X +X7)
g =1+X+X*+X*+ X3+ x%+x"°, (3.5)

Este ¢ um cédigo BCH (15, 5) ciclico com d,,;, = 7. Uma vez que o polindmio gerador do codigo
possui peso 7, entdo a distancia minima do codigo ¢ exatamente 7.

* % %

E importante observar que o peso do polindmio gerador ¢é igual a distincia minima do codigo
apenas para os codigos BCH primitivos. Existem cddigos BCH ndo primitivos, que ndo sio
apresentados neste texto, para os quais essa afirmacdo ndo ¢ valida. Uma abordagem mais
aprofundada sobre a distancia minima dos codigos BCH pode ser encontrada em [1].

3.3. DECODIFICAGAO DOS cODIGOS BCH [1][2]

Admita que uma palavra codigo ¢(X) = vo + vi X + v X + ... + v, X" seja transmitida e os
erros introduzidos pelo canal de comunicagao tenham produzido a palavra recebida

r(X)=rot+trX+ X2t g X
Se e(X) foi o padrdo de erro introduzido pelo canal, entdo
r(X) = ¢(X) + e(X). (3.6)
Como nos cddigos de blocos mais simples, o processo de decodificacdo se inicia por meio do

calculo da sindrome de erros para o vetor recebido r(X). Para os codigos BCH primitivos a
divisdo de r(X) pelo polindmio minimo ¢(X) de a;, para 1 <i < 2¢, pode ser escrito como

r(X) = a(X)g(X) + bi(X), (3.7)
onde b,(X) ¢ o resto da divisao. Como ¢,-(0{’) =0, entao
Si=bia)=r(a’y=ro+nd +ro* + .. +ra" (3.8)
Assim, cada componente da sindrome S; pode ser obtido diretamente pela determinagéo de r(X)
com X = &', de forma que

S=(S1, 82 .. , S20), (3.9)

ou seja, a sindrome de erros S para os codigos BCH ¢ formada por 2¢ sindromes componentes S;.
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EXEMPLO 3.2
Considere o codigo BCH (15, 7) com capacidade de correcdo de duplo erro gerado por (3.4).

Admita que o vetor recebido foi r = (100000001000000). Determine o conjunto de sindromes de
erros para o vetor recebido.

SOLUCAO

O polindmio correspondente ¢
r()=1+x%

A sindrome consiste de quatro componentes:
S =(S1, 82, S5, S4).
Conforme apresentado no Exemplo 3.1, os polindmios minimos para &, & ¢ ¢ sio idénticos, e

AX) = B = f) =1+ X+X*

O polinémio minimo para ¢’ ¢
) =1+X+X>+X3+Xx*

Dividindo r(X) =1 + X® por ¢y(X) =1+ X+ X", obtém-se
bi(X) = X2
Dividindo r(X) =1 + X® por gs(X)=1+X+ X?+X*+X* obtém-se
bs(X)=1+X".
Usando GF(2*) dado na Tabela 3.2 e substituindo &, @ ¢ * em b;(X), obtém-se
S = a?, S, =a’, Si=ab.
Substituindo & em bs(X), obtém-se
Ss=l+a’=l+at+a’=a.

Assim,
S=(a% o', o, ab).

Conforme (3.8) as sindromes podem ser obtidas diretamente a partir de r(X) conforme mostrado
a seguir

Si=r(@)=1+a’=1+1+a?’ Si=a?
S=r(@)=1+a'"=1+a' S=a’
S;=r(@)=1+a*=1+a’ Sy=a’
S4=r(oz4)=1Jr0c32=l+oz2 S4=oz8
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Assim,
S=(a% o', o', ab).
% % %
Como a', a?, ..., ™ sdo raizes de cada polindmio codigo, entdo c(a’) =0 para 1 <i <2z A

partir de (3.6) e (3.8), obtém-se, para 1 <i < 2¢, a seguinte relagdo entre a sindrome e o padrao de
erro, '
Si=e(a'). (3.10)

A equagdo (3.10) mostra que a sindrome S depende exclusivamente do padrado de erros e. Admita
que o padrio de erro e(X) tem v erros nas localizagdes X', X72, ..., X”*; isto &

e(X)=X"+ X" +. .+ X" (3.11)
onde 0 < j; <j, <..<j,<m. De (3.10) e (3.11) obtém-se o seguinte conjunto de equagdes:

S =a"+a”+..+a”
S, =@ +(@”) +...+(a”)
S, =(a") +(@”) +...+ (@ (3.12)

S, =@ +(@”) +...+(a™)”,
onde a’,a”,...,a" sdo desconhecidos.

Qualquer método para a solu¢do dessas equagoes é um algoritmo de decodificagdo para os
codigos BCH.

Uma vez encontrados os valores para a”,a”,...,a”, as poténcias ji, ja, ... , j, indicam as

localizagdes de erros em e(X), conforme mostrado em (3.11). Geralmente, o sistema de equagdes
(3.12) tém muitas solugdes possiveis. Cada solugdo produz um padrdo de erro diferente. A
solucdo correta € a que apresenta 0 menor numero de erros entre aquelas em que o padrao de erro
e(X) possui um numero de erros igual a # ou menos (v < 7).

Para grandes valores de 7, a solugdo direta de (3.12) ¢ dificil e ineficaz. A seguir ¢ apresentado

um procedimento eficaz para a determinagio de o’ para/=1, 2, ..., v dos componentes S;’s da
sindrome.

=  ALGORITMO DE PETERSON [1] [2] [3]

Por conveniéncia, seja
B=a" (3.13)

para 1 </ < v. Esses elementos sdo chamados de numeros de localizagdo de erros. Assim o
sistema em (3.12) pode ser reescrito da seguinte forma:
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S=B+p5+...+ 0,
S, =B +p’+..+B’

S,=B +B>+..+p’ (3.14)

2 2 2
S, =B"+B"+..+B".

Essas 2t equagdes sdo fungdes simétricas em £y, B, ... , B,, que sdo conhecidas como fungoes
simétricas de soma de poténcias. Agora, considere o seguinte polindmio:

d(X)A(+BX)1+BoX) ..+ B, X)=0g+0, X +0, X + .40, X" 615)
= 15
o(X)=l+o X +0, X2 +..+0,X".

As raizes de o(X) sdo B, &7, ..., B, que sdo o inverso dos numeros localizadores de erros.
Por essa razdo, o(X) ¢ chamado de polinomio localizador de erros. Nota-se que o(X) ¢ um
polindmio nao conhecido cujos coeficientes devem ser determinados. Os coeficientes de o(X) e o
nimero localizador de erros sdo relacionados pelas seguintes equagdes:

oo =1

o] :ﬂ1+,32+...+,3v

oy =PPr+Prf3+ .+ BBy (3.16)
o, =p1Ba - By,

Os o;’s sdo conhecidos como fungoes simétricas elementares de [s. De (3.14) e (3.16) pode-se
verificar que os o;’s estdo relacionados com os componentes de sindrome S; s. De fato, eles estdo
relacionados com os componentes de sindrome pelas seguintes identidades de Newton:

S, +0,=0
S,+0,5,+20,=0

S.+0S,+0,5 +30,=0
3 ) 1~2 2™ 3 (317)

S +o0S,_+..+0,5 +vo,=0
S,tosS +..+0,.,5,+0,5 =0

v+l

Para o caso binario, uma vez que 1 + 1 =2 =0, tem-se

. o0; paraiimpar
lO'l' =

0 parai par

que resulta em
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Sl +0q =0
S3 +0'152 +O'2S1 +03 =0

3.18
S5+O'1S4+0'2S3+0'3S2+0'4S1+0'5 =0 ( )

Desta forma o sistema fica restrito a um numero ¢ de equagdes. Uma vez que ¢ possivel
determinar as fungdes simétricas elementares oj, 03, ... , 0, do sistema de equacdes (3.18), os
numeros localizadores de erros S, f, ..., B, podem ser encontrados pela determinagéo das raizes
do polindmio localizador de erros o(X). Novamente, o sistema de equacdes (3.18) pode ter
muitas solugdes; entretanto, a solucdo serd aquela que resultar em um o(X) de grau minimo. Este
o(X) produzira um padrao de erro e(X) com um nimero minimo de erros. Se v < ¢, este o(X) dara
o padrdo de erro e(X) verdadeiro.

A seguir sera apresentado um algoritmo para a determinacao do polindmio o(X) de grau minimo
que satisfaz as primeiras ¢ equacdes de (3.18), apesar de podermos determinar até 2¢ sindromes.
Isso se deve ao fato de que para os codigos binarios apenas as sindromes impares serdo usadas
no processo de decodificacao.

O algoritmo de Peterson pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Calcule a sindrome S = (Si, Sy, ... , S2/) a partir do polindomio recebido r(X).

2. Determine os polindmios localizadores de erros o (X) a partir dos componentes.

3. Determine os numeros localizadores de erros S, f, ... , B, por meio das raizes de o (X) e
corrija os erros em r(X).

Os passos 1 e 3 sdo muito simples enquanto que o passo 2 ¢ a parte mais complicada da
decodificagdo dos coédigos BCH, onde a complexidade de decodificacdo aumenta com o aumento
da capacidade de correcdo de erros dos codigos.
Por exemplo, na decodificagdo de um codigo BCH binario, com capacidade de corregdo de
apenas um erro, havera somente um valor de sindrome S; ¢ a primeira linha de (3.18) determina
que

01 =5
Para ¢ = 1, o polindmio localizador de erros, obtido a partir de (3.15) resume-se a

o(X)=1+5.X.

Para codigos com capacidade de correcdo de dois erros, o3 = 0. Além disso, pode-se demonstrar
facilmente que para codigos bindrios a seguinte igualdade ¢ verdadeira [2]:

SHi = Sl-2 para qualquer i. (3.19)

Assim, duas sindromes (S; e S3) devem ser calculadas e por meio das duas primeiras equagdes de
(3.18) obtém-se
S1+01=0 = o07=35 (3.20)
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3
o :S3+Sl
S

S3+O'1S2+0'2S1:0 = S3+S1S12+0'2S1:0 = (321)

Usando esta técnica ou qualquer outra técnica padrdo para a solu¢do do sistema de equagdes
lineares de (3.18) pode-se determinar os valores dos o;’s para qualquer capacidade de correcao
de erros. A Tabela 3.4 apresenta os coeficientes do polindmio localizador de erros em funcao dos
componentes da sindrome, para cddigos com capacidade de correcdo 1 << 5.

Tabela 3.4 — Coeficientes do polindomio localizador de erros em fungdo dos componentes da
sindrome para

1<¢<5.
t g (S)
o, =S5,
2 o, =5
%:&+$
S,
3 o=
2
o SIS, t5,
Sy + S,
O3 :(Sl3 +S3)+S10-2
4 |0, =38

S(s +57) +5,(5°+5,)
S(s3+5S,) +8(s7+5,)
o, =(5*+8S,)+ S0,
(s, +528,) +(s*+8,) o,
4= S,

o, =

(S S sy 48, )+ 8PS, +8,52 )+ S2(87 + 8, )] + (87 + NS, +57)+8,(52 + 5,5
2 (52 +8M(s, +57)+5.5,(5% +5,)] +(s,+525,)s* +5.)
o, =(5*+8$,)+ S0,
(52 +5,)+82(53 +5,)+ S4(S, +5,52)+[(s, +57)+5,5,(52 +5,)] o,
e (53 +5,)
o, =(S,+8,8)+50,+(S+5,) o,
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Exemplo 3.3

Admita que o vetor cédigo todo zero do codigo BCH (15, 5) gerado por (3.5) tenha sido
corrompido por ruido resultando no vetor recebido r = 000101000000100. Decodifique o vetor
recebido.

SOLUCAO
O polindmio recebido obtido a partir do vetor recebido r ¢
r)=X>+Xx>+x"

De onde se obtém as sindromes

Si=r@)=a’+a’+a?=a’+ta+ta*+1+a+ta’+a’=1 Si=1
Si=r@)=a’+a+a¥=a+ta’+1+a a’=a Sy=q®
Ss=r()=a+a¥+a®=1+1+a+a’+1=qa" Ss=a'

Da Tabela 3.4 obtém-se para ¢t = 3, com o auxilio da Tabela 3.2, os seguintes resultados para o;:

O'1=S1=1
S8y +8s 1260 +410
) == 10 VY
Sl +S3 1" +a

oy = (513 +83 )+ Sio5 =17 +0'0 =
Logo, o polindmio localizador de erros (3.15) torna-se
c(X)=1+ X+ X3,

As raizes de o(X) podem ser encontradas fazendo

o(@®)=1+1+a°1° =&’
1)3 :1+ocl+or8 =a5

0(012)=1+0c2+0c5(012)3 =1+a’ +a!l =a?

0(011)=1+0c1 +0c5(a

0(a3)=1+a3+a5(a3)3=1+a3+a14=0 =  a éraiz

a(a10)=1+a10+a5(a10)3=1+1+a+a2+a+a2=0 = o' éraiz
a(a12)=1+a12+a5((x12)3=1+1+a+a2+a3+a+a2+a3:0 = a2 éraiz
a(a14)=1+a14+a5(a14)3=1+1+a3+a2=a6
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As posi¢des de erros sao o inverso das raizes do polindmio localizador de erros, logo:

1 _ -
p=—=a">=a” = erronaposi¢io X"

a
1 _ -
By=—s=a Y=a’ = errona posi¢io X’

a
1 _ -
py=—5=0""=a’ = erronaposigio X’
o

Logo o polindomio localizador de erros (3.11) torna-se:
e(X) =X+ X"+ X"

Uma vez obtido o polindmio localizador de erros, basta somar o vetor erro com o vetor recebido
para obter-se o vetor codigo que, provavelmente, foi o vetor transmitido, ou seja:

eX)=X"+X"+X" =  e=000101000000100
¢’ =r+e=000101000000100 + 000101000000100

¢’ =000000000000000.

*  ALGORITMO ITERATIVO DE BERLEKAMP SIMPLIFICADO PARA O CASO BINARIO [2][4]

Para a corre¢do de mais de seis erros em um vetor recebido correspondente a uma palavra-codigo
BCH transmitida o método de Peterson para a solugdo dos coeficientes de o(X), obtido a partir
dos valores das sindromes, tornam-se trabalhoso e ineficiente. Isso se deve ao fato de que o
nimero de operagdes no campo finito, para a solugdo dos coeficientes de o(X) cresce
aproximadamente com o quadrado do nimero de erros a ser corrigido. Por esse motivo, a
utilizagdo do algoritmo iterativo desenvolvido por Berlekamp, para a solugdo das identidades de
Newton, ¢ mais vantajosa porque requer um numero de operagdes que cresce linearmente com o
nimero de erros a ser corrigido. O algoritmo de Berlekamp serd apresentado a seguir sem o seu
desenvolvimento matematico assim como as correspondentes suas provas. Maiores detalhes
sobre este algoritmo pode ser encontrado em [4]

O algoritmo de Berlekamp consiste da busca iterativa dos coeficientes o do polindmio
localizador de erros o(X), onde o ntimero de iteragdes para a decodificagdo dos ¢ erros de uma
palavra binaria de um codigo BCH, ¢ igual a ¢. O nuimero de cada iteracdo ¢ representado por /.
Assim, o polindmio localizador de erros para a iteragdo 4 ¢ denotado por

" (X)=1+0"X+0,"X* +..+0"X". (3.22)
O polindémio localizador de erros para a iteragdo ¢ + 1 ¢ determinado por

" X) =" (X)+ A XT™ (X), (3.23)
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onde A"¢ definida como sendo a discrepdncia encontada quando uma versdo provisoria de
" (X), construida para uma linha de (3.17), ndo satisfaz a proxima linha, enquanto 7" (X)¢é
uma corregdo polinomial.

A discrepancia A" ¢é definida como

o coeficiente de X**'no produto [1+S(X)]e" (X) (3.24)

Enquanto o valor da corre¢do polinomial para a proxima linha ¢ determinado de acordo com as
seguintes condicdes

X TW(X) seA” =0 ou seograudec™ (X)> u
T(”H)(X) =X 0.(#)(X)
T

3.25
seA” #0 e ograudec" (X)<pu (3-25)

O algoritmo ¢ inicializado na iteragdo # = 0 sendo que o polindmio localizador de erros e a
corregdo polinomial para este passo ¢ feito, respectivamente,

2O (x)=1
7(0) (X)=1 (3.26)
N

Ap6s essas definigcdes o algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

1) Comece a construgdo de uma tabela com quatro colunas que deverdo abrigar,
respectivamente, os valores i, " (X), T"(X) e A*, admitindo para a primeira
linha, correspondente a iteracdo ¢ = 0, os valores apresentados em (3.26), ou seja:

O.(ﬂ)(X) T(ﬂ)(X) A(ﬂ)
e Ox)=1 TOx)=1 |A”=5,

AN = O IR

t
2) Determine os valores de ¢/ (X) e T"(X) para a proxima linha, ou seja, obtenha os

valores ¢“*"(X) e T*“*"(X) por meio de (3.23) e (3.25), respectivamente. Complete

a linha calculando o valor de A“ usando (3.24). Note que o valor de ¢’ (X) a ser
usado em (3.24) ¢ o valor presente nesta mesma linha.

3) Repita o passo 2 até que o todos os coeficiente o; tenham sido encontrados.
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EXEMPLO 3.4

Com os dados do Exemplo 3.3 encontre o polindmio localizador de erros o(X) utilizando o
algoritmo de Berlekamp simplificado para o caso binario.

SOLUCAO

Do Exemplo 3.3 tem-se que S; = 1; S; =a '’ ¢ Ss = a ' e de (3.19) obtém-se os demais
valores de sindromes:

S, =5>=1

S,=8;=1

S,=8; = (ocm)Z =ao’

Assim, pode-se escrever que S(X) =X+ X’ +a" X’ + X*+a"X° +a’°X°

1° Passo: =0

U | 0.(/1)()() | T(#)(X) | A(/l)

0 | O x)=1 | 7O x)=1 | A” =S,
2°Passo: u=pu +1=1
De (3.23) obtém-se:

O'(#H)(X) =0_(1)(X) =O_(0)(X)+A(O)XT(0)(X) =1+S1 X1
c"(X)=1+X

De (3.25) obtém-se:

Xo%X) X
T( +1) X _T(l) X)= —

T"(X)=X

Conforme (3.24), para valor atualizado £ = 1, deve-se obter o coeficiente de X @) = X no
produto:
N+SX)eV (X)) =1+ X+ X +a" X’ + X' +a"X° +° X*)(1+ X).

Resolvendo apenas para o termo de terceiro grau, obtém-se:
X+ X - X =(1+d")X’ =’ X’

Assim o coeficiente procurado ¢ &r’. Logo, AV =a’ .

3_BCH_V2011_Rev3 - Geraldo Gil R. Gomes 3.14



3. Cobpicos BCH BINARIOS

Até a iteracdo =1 a tabela do algoritmo de Berlekamp passa a ser

Y a"(X) TW(X) AW
0 1 1 S
1 1+X X a’

3°Passo: = +1=2

De (3.23) obtém-se:

" N(X) =P (X) =" (X)+A'XTOX)=(1+ X))+’ X - X
cP?X)=1+X+a’ X’

De (3.25) obtém-se:

O X
T =100 = G = D)
a

TOX)=o"X +a'° X

Conforme (3.24), para valor atualizado & = 2, deve-se obter o coeficiente de X**’ =X, no
produto [1+S(X)]le" (X).

Resolvendo apenas para o termo de quinto grau, obtém-se:

I+ X+ X +d" X+ X'+ X+’ X1+ X+’ X7)
X+ X - X'+’ X 0" X =" X+ X+ X =0"X°

Assim o coeficiente procurado ¢ &'°. Logo, A? =a'°.

Até a iteracdo u = 2 a tabela do algoritmo de Berlekamp passa a ser

7 O.(,U)(X) T(”)(X) A(,u)
0 1 1 Si

1 1+X X o’
2 1 +X+a5X2 (ZlOX+C¥10X2 alO

4° Passo: =4 +1=3

De (3.23) obtém-se:

0.(#+1)(X) — 0.(3)(X) — 0.(2)(X)+A(2)XT(2)(X) =1+ X+OC5X2 +a10X(a10X+a10X2)
X)) =1+ X+’ X+’ X+’ X
eV X)=1+X+a’ X’

Até a iteracdo 4 =3 a tabela do algoritmo de Berlekamp passa a ser
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U O.(,U)(X) T(ﬂ)(X) A(,l)
0 1 1 M
1 1+X X o’
2 1 +X+0!5X2 alOX+a10X2 alO
3 1+X+a’X? - -

Assim, o(X) =0 (X) =14+ X+’ X’ que é idéntico ao encontrado no Exemplo 3.3.

* % %

Berlekamp mostrou que se o numero de erros no bloco recebido ndo for maior do que ¢, o
algoritmo identificara corretamente a localizacdo de todos os erros. Se houver mais do que ¢
erros, uma variedade de eventos podem ocorrer. E possivel (ainda que raramente) que o
algoritmo indique corretamente as posi¢des de erros por meio de um polindmio o(X) com grau
maior do que ¢. Muito mais frequentemente, entretanto, o algoritmo ira convergir para um
polindmio o(X) com grau ¢ ou menor, indicando uma aparente solugdo correta (embora de fato

incorreta).

Quando o numero de erros do bloco recebido ¢ menor do que ¢, ndo sdo necessarias as ¢ iteragoes
para se obter o polindmio localizador de erros. Note que se a discrepancia for zero, i.e., A¥)= 0,

entdo (3.23) torna-se
O'(”H)(X) = O.(,U)(X)

e a execugdo do algoritmo pode ser interrompida. Veja Exemplo 3.5.

EXEMPLO 3.5

Admita que o vetor cédigo todo zero do codigo BCH (15, 5) gerado por (3.5) tenha sido
corrompido por ruido resultando no vetor recebido r = 000100000000100. Encontre o polindmio

de erro para o vetor recebido usando o algoritmo de Berlekamp.

SOLUCAO

O polindmio recebido obtido a partir do vetor recebido r ¢

r()=Xx"+x"
De onde se obtém as sindromes
Si=r(d)=a’+a?=a’+1+a+a’+a’=a" Si=a'
Si=r(@)=a’+a=a+a’+a*+a’=d Sy=a’
Ss=r(@)=a+a®=0 Ss=0

De (3.19) obtém-se os demais valores de sindromes:
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S, = > =(0£10)2 — o’
S,=S; =(a5)2 =a"
S,=8; = (0(5)2 =0a"

Consequentemente, S(X)=a" X +a’ X’ +a’ X’ +a°X* +a'°X°.

1° Passo: =0

y | O.(,U)(X) | T(ﬂ)(X) |
0 | ! | ! |

2°Passo: u=pu +1=1
De (3.23) obtém-se:

() =0V (X) = V(X)) +AXTO(X) = 1+a°X -1
c"(X)=1+a"X

De (3.25) obtém-se:
T(ﬂ+1)(X) = T(l)(X) =

TOX)=a’X

Conforme (3.24), para 1 = 1, deve-se obter o coeficiente de X***” = X*, no produto:

N+SXeX)=1+ad"X +’X° +a’ X’ +a° X + " X*) 1+ " X).
Resolvendo apenas para o termo de terceiro grau, obtém-se:
X +d "X -’ X=X+ X =a" X
Assim o coeficiente procurado é 0. Logo, A" =a'°.

Até a iteracdo =1 a tabela do algoritmo de Berlekamp passa a ser

7 a"“(X) T™(X) AW
0 1 1 '
1 1+0"°X a’X a’

3°Passo: u=u +1=2

Como A" =a'", de (3.23) obtém-se:
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c"(X)=0P(X)=0"(X)+ A" XTO(X)=1+a"X +a"°X - &’ X
c?(X)=1+a"X + X’

De (3.25) obtém-se:
Xo"(X) X(1+d"X) _

A(1) - a10
TP(X)=’X+X =a""X

T(X)=T?(X) = a XA+ X) =’ X(1+0"°X)

Conforme (3.24), para i = 2, deve-se obter o coeficiente de X***’ = X°, no produto:
M+SX)eP(X)=(14+a"X+’ X+’ X’ +0"X* +a"" X)1+a" X + X7?).
Resolvendo apenas para o termo de quinto grau, obtém-se:
"X d"X' +’ X X =’ X +0’X =0
Assim o coeficiente procurado é 0. Logo, A» =0.

Resultando, para =2, em

U O.(ﬂ)(X) T(ﬂ)(X) A(ﬂ)
0 1 1 "’
1 1+a"°X a’X '’
2 1+a"X + X a''x 0

Logo, o polindmio localizador de erros (3.15) torna-se
c(X)=1+0"X +X°.

Pode-se verificar facilmente que apenas ¢ e @' sio raizes de o(X). Como as posi¢des de erros
sd0 o inverso das raizes do polinomio localizador de erros, entdo:

1 — 12 s 12
p=—=a"=a” = erronaposi¢io X

1 _ -
p,=——>=a"?=a’ = erronaposigio X’
o

Logo o polindmio localizador de erros (3.11) torna-se:
e(X)=X"+X"

* % %
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3.4. CONSIDERAGOES SOBRE IMPLEMENTAGOES [1][2]

A implementacdo de um codificador para os codigos BCH primitivos bindrios ndo apresenta
grande dificuldade devido ao fato destes cddigos serem ciclicos. Assim sendo, um codificador
para coédigos BCH primitivos binarios ¢ idéntico a um codificador com registradores de
deslocamento para cédigos ciclicos.

J& a decodificacdo ¢ um pouco mais complexa. Cada passo da decodificacao de um coédigo BCH
pode ser implementada tanto por software como por hardware. Algumas considera¢des sobre
essas formas de implementacdo sdo apresentadas a seguir.

=  ETAPA 1: CALCULO DA SINDROME

Esta primeira etapa da decodificagdo ndo apresenta maiores dificuldades para a sua
implementagao em hardware. De fato, o circuito para o calculo das sindromes ¢ semelhante
aquele utilizado para os cddigos ciclicos. A diferenca ¢ que ao invés um circuito para o calculo
da sindrome, sdo necessarios 2¢ circuitos para o calculo do conjunto de sindromes dos codigos
BCH. Isso pode ser feito considerando que o resto da divisdo de r(X) por ¢(X) tem a forma

bz(X) = bo + le—i— b2X2 + + bzz-let-l,
e que | | | | |
Si(a l) = bi(al).z bo+ b a' + b, at+ .+ ) D

O Exemplo 3.6 apresenta a solucdo para a determinagdo das sindromes do codigo BCH (15, 7)
do Exemplo 3.2.

EXEMPLO 3.6

Desenhe um circuito para a determinagao das sindromes para o BCH (15, 7), com capacidade de
correcao de até dois erros (f = 2) do Exemplo 3.2.

SOLUCAO
HX) = hX) = g =1+X+ X"
(S

X)) =1+X+X2+X3+Xx*

Si=bi(a") =by+bat+tba’+bsa’
S;=by(a®) =bo+b a’+bhat+bsa’=by+b a’+b(1+a) + by (& + &)
=by+ b1’ + by + bya+ bsa’ + by’ = (bo + by) + by a+ (by + bs) & + by’
S3=by(a’) =bot+tbh a’+bha’+bia’=by+b o’ +b(a*+a’)+bs(a+a’)
=by+ b1 & + by’ + by’ + bsat + by & = by + by + bya* + (b + by + b3) &
Si=bya’) =bot+tbh a*+bha®+bsa?=by+b(1+a)+b, (1+a’)+b (1 +a+ a’ +a’)
=by+b+hia+bhy+bya’+bi+bsa+bya’+ba’
=bo+ by +by+ by + (b +by) at (bt by) &’ + b’
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Que resulta no circuito da Figura 3.1.

0 —— | [T

H(X) = 0X) = g X) =1 + X+ X

) 4
=O*D**€lB—'D‘*D*D*'
b() b] bz b3 [ S—— A
: e S1
—)
. r S
)
—»
o
Bl
y
)
y

A =1+X+X>+X>+x*

™
A 4

.
ES
A

L
ES
\V
I:V‘V:I

bo b] bz

S
[
y

Figura 3.1 - Circuito para a determinagao das sindromes para o BCH (15, 7) do Exemplo 3.2.

* % %

A vantagem da implementacdo em hardware, conforme a apresentada no Exemplo 3.6, ¢ a
velocidade. Entretanto, implementagdes em software apresentam a vantagem de serem mais
baratas.
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=  ETAPA 2: DETERMINACAO DO POLINOMIO LOCALIZADOR DE ERROS

Nesta etapa da decodificacdo o custo, a velocidade e a complexidade dependem do algoritmo
usado e do tipo de implementagdo, ou seja, software ou hardware. Geralmente, a implementacao
pura em hardware torna o processo de determinagao do polindmio localizador de erros mais
rapido e a velocidade depende de quanto processamento esta sendo feito em paralelo. Entretanto,
mais uma vez, a implementacao em hardware tende a ser mais cara do que a implementagao por
software.

Independentemente do algoritmo usado para a implementag¢do desta etapa de decodificagdo em
hardware puro, basicamente sua implementacgdo ¢ feita por circuitos que realizam as operagdes
de adi¢do e multiplicagdo no Campo de Galois. O Capitulo 6 da Referéncia [1] apresenta
algumas alternativas para a realizagdo dessas operagoes.

= ETAPA 3: LOCALIZACAO DOS ERROS E CORRECOES

Este passo pode ser implementado em hardware usando o circuito de busca de Chien,
apresentado na Figura 3.2. Para entender como o circuito funciona, seja o polindmio localizador
de erros o (X) dividido por X', conforme apresentado a seguir.

o(X

t

=l+0 X +0, X+ +0 X"

O valor de X que satisfaz o (X) = 0 satisfaz, consequentemente, a equagao
o X' +0, X+ +0 X" =1

Admitindo como convengdo que a transmissdo ocorra com o0s bits de ordem mais alta em
primeiro lugar, ¢ conveniente aplicar o teste da raiz para o localizador ™' primeiramente. Note
que a substitui¢io de termo X * em ™' resulta em o™, o que equivale a &' considerando o
comprimento total do cédigo BCH, uma vez que &” = 1 e portanto &™ = 1. Consequentemente,
o teste de "' como uma possivel raiz de o (X) é o mesmo teste para

?
o' +0,0° ++0,0 =1

e, em geral, o teste para @"’ como um localizador de erro é equivalente a verificagdo se o’
satisfaz ou ndo

t
Zoia” =1 paraj=0,1,...,n—1

i=l

Conforme mostrado na Figura 3.2, o circuito de busca de Chien realiza essa sequéncia de testes
da seguinte forma:
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1. Os registradores de o (X) sdo carregados com seus respectivos valores o;;

2. Cada valor ¢; ¢ multiplicado por seu correspondente &' ¢ os resultados sdo recarregados
nos registradores o (X) que sdo somados e o resultado comparado com a unidade;

3. O passo 2 ¢ repetido n vezes de modo que o valor atualizado a cada uma das n
multiplicagdes seja sempre comparado com a unidade;

4. A cada repeticdo da operacdo descrita no passo 2 a palavra recebida armazenada no
registrador de deslocamento ¢ deslocada de um bit de forma que o bit na posi¢cdo mais a
direita do registrador de deslocamento ¢ somado com 1 se estiver errado ou com zero se
estiver correto.

0 - [ ][] [ [T D seica

A 4

™M
S
Qt‘.

s
X X (X)

<>

a a a

Figura 3.2 - Circuito de busca de Chien

Se o niimero de erros na palavra recebida for igual a ¢, entdo o circuito de busca de Chien
localizara e corrigird corretamente os erros. Entretanto, quando o circuito de busca de Chien
encontrar menos que / raizes, quando dado os coeficientes de um polindmio localizador de erros
de grau /, isto significa que o polindmio nao tem todas as suas raizes para a localizagdo de erros.
Assim sendo, o polindmio ndo ¢ um legitimo polindmio localizador de /-erros.

Este tipo de evento ¢, de fato, a indicagdo mais comum de um padrdo de erros detectado e
incorrigivel, i.e., um padrdo contendo mais do que ¢ erros que ndo ¢ usado para estimar, na
decodificagdo, uma palavra codigo errada. No entanto, em certos casos, padrdes com mais do
que ¢ erros escapam da detecg@o do circuito de busca de Chien e por esta razdo uma verificacao
adicional € necessdria.

Quando os coeficientes do polindmio localizador de erros encontrados na segunda etapa de
decodificagdo indicam a presenca de / < ¢ erros, e o circuito de busca de Chien realiza / corregdes
de bit, a palavra resultante deve ser testada por meio das equacdes de sindrome para validagdo da
palavra c6digo. Uma ou falha no teste das sindromes indica um padrao de erros detectavel mas
nao corrigivel.

Para um estudo mais aprofundado da segunda e da terceira etapas de decodifica¢do, recomenda-
se uma leitura cuidadosa do Capitulo 6 da Referéncia [1].
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3.5. EXERCciclos

1. Determine o polindmio gerador do codigo BCH com capacidade de corre¢ao de cinco erros
(t=75) a partir do GF(2°) gerado por p(X) =1+ X+ X°.

2. Admita que uma palavra codigo do Exercicio 1 foi transmitida e o polindmio recebido tenha

sidor(X) =X2+ X!+ X"+ xP+ X"+ X"+ X° +x* + X° + 1. Decodifique o polindmio
recebido pelo algoritmo de Peterson e também pelo algoritmo de Berlekamp.
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ANEXO0 3.1

PoLINOMIOS MiNIMOS DE ELEMENTOS DE GF(2™)

Os polindmios minimos estdo representados por seus expoentes entre parénteses € 0 nimero
apresentado a esquerda dos expoentes ¢ o nimero do polindmio minimo. Por exemplo, para m =
4 a notagao

3(0,2,3) significa 0, =1+X’+X°.
Como, &' e todos os seus conjugados tem o mesmo polindmio minimo, entdo para m = 4 o
polindmio acima ¢ o polindmio minimo de

a, (Oc3)2l =a6, (a3)22 =a12’(a3)23 =Oc24 =0c9.

TABELA DOS POLINOMIOS MINIMOS DE ELEMENTOS DE GF(2") PARA 1 <M <8

m=2
1(0,1,2) E | - E

m=3
1(0,1,3) 13(0,2,3) | - | -

m=4
1(0,1,4) 13(0,1,2,3,4) 15(0,1,2) | 7(0,3,4)

m=35
1(0,2,5) 3(0,2,3,4) 5(0,1,2,4,5) 7(0,1,2,3,5)
11(0,1,3,4,5) 13 (0,3, 5) - -

m=6
1(0, 1, 6) 3(0,1,2,4,6) 5(0,1,2,5,6) 7(0, 3, 6)
9(0,2,3) 11(0,2,3,5,6) 13(0, 1,3, 4, 6) 15(0,2, 4,5, 6)
21(0,1,2) 23(0,1,4,5, 6) 270, 1,3) 31 (0,5, 6)

m=7
1(0,3,7) 3(0,1,2,3,7) 5(0,2,3,4,7) 7(0,1,2,4,5,6,7)
9(0,1,2,3,4,5,7) 11(0,2,4,6,7) 13 (0, 1,7) 15(0,1,2,3,5,6,7)
19(0,1,2,6,7) 21(0,2,5,6,7) 23(0,6,7) 27(0,1,4,6,7)
29(0,1,3,5,7) 31(0,4,5,6,7) 43(0,1,2,5,7) 47(0,3,4,5,7)
55(0,2,3,4,5,6,7) | 63(0,4,7) - -

m=38

1(0,2,3,4,8)

3(0,1,2,4,5,6,8)

5(,1,4,5,6,7,8)

7(0,3,5,6,8)

9(0,2,3,4,5,7,8)

11(0,1,2,5,6,7,8)

13(0,1,3,5,8)

15(0,1,2,4,6,7,8)

17 (0, 1, 4)

19(0,2,5,6,8)

21(0,1,3,7,8)

23(0,1,5,6,8)

25(0, 1,3, 4, 8)

27(0,1,2,3,4,5,8)

29(0,2,3,7, 8)

31(0,2,3,5,8)

37(0,1,2,3,4,6,8)

39(0,3,4,5,6,7,8)

43(0,3,5,7,8)

45 (0, 3,4, 5, 8)

47(0,3,5,7,8)

51(0,1,2,3,4)

53(0,1,2,7, 8)

55(0,4,5,7,8)

59(0,2,3,6,8)

61(0,1,2,3,6,7,8)

63(0,2,3,4,6,7,8)

85(0, 1,2)

87(0,1,5,7,8)

91(0,2,4,5,6,7,8)

95(0,1,2,3,4,7,8)

111 (0, 1,3,4,5,6, 8)

119 (0, 3, 4)

127 (0, 4, 5, 6, 8)
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3. Cobpicos BCH BINARIOS

ANEXO 3.2

PoLINOMIOS GERADORES DE CODIGOS BCH PRIMITIVOS BINARIOS DE
COMPRIMENTO ATE 2% - 1

Os polindomios apresentados neste anexo estdo representados na forma octal. Cada digito na
representacao esta codificado como se segue:

0000 1001 2010 3011 4100 5101 6110 7111

onde os digitos bindrios sdo os coeficientes do polindmio, com o termo de ordem mais alta mais
a esquerda. Por exemplo, para o codigo BCH (15, 5), obtém-se, da tabela a seguir, a
representacao octal 2467, que na forma binaria fica

010100110111
Resultando em

gXN)=X"+ X+ X+ X'+ X+ X +1.

TABELA DOS POLINOMIOS GERADORES DE CODIGOS BCH PRIMITIVOS BINARIOS DE
COMPRIMENTO ATE 28 -1

n k t Polinémio Gerador
7 4 1 |13
11 1 |23
15 7 2 | 721
5 3 | 2467
26 1 |45
21 | 2 | 3551
31 | 16 | 3 | 107657
11 5 | 5423325
6 7 | 313365047
57 1 | 103
51 | 2 | 12471
63 45 | 3 1701317
39 | 4 | 166623567
36 | 5 | 1033500423
30 | 6 | 157464165547
120 1 | 211
113 | 2 | 41567
106 | 3 | 11554743
99 | 4 | 3447023271
1271 92 | 5 | 624730022327
85 | 6 | 130704476322273
78 | 7 |26230002166130115
71 9 | 6255010713253127753
64 | 10 | 1206534025570773100045
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3. Cobpicos BCH BINARIOS

Continuagao.
n k t Polinémio Gerador
57 11 | 335265252505705053517721
50 13 | 54446512523314012421501421
43 14 | 17721772213651227521220574343
127 36 15 | 3146074666522075044764574721735
29 | 21 |403114461367670603667530141176155
22 | 23 | 123376070404722522435445626637647043
15 27 | 22057042445604554770523013762217604353
8 31 | 7047264052751030651476224271567733130217
247 1 | 435
239 | 2 | 267543
231 3 156720665
223 4 | 75626641375
215 5 123157564726421
207 6 | 16176560567636227
199 7 | 7633031270420722341
191 8 | 2663470176115333714567
187 9 | 52755313540001322236351
179 | 10 | 22624710717340432416300455
171 | 11 | 15416214212342356077061630637
163 | 12 | 7500415510075601551574724514601
155 | 13 | 3757513005407665015722506464677633
147 | 14 | 1642130173537165525304165305441011711
139 | 15 | 461401732060175561570722730247453567445
255 | 131 | 18 |2157133314715101512612502774421420241654
123 | 19 | 120614052242066003717210326516141226272506267
115 | 21 | 60526665572100247263636404600276352556313472737
107 | 22 | 22205772322066256312417300235347420176574750154441
99 | 23 | 10656667253473174222741416201574332252411076432303431
91 25 | 6750265030327444172723631724732511075550762720724344561
87 | 26 | 110136763414743236435231634307172046206722545273311721317
79 | 27 | 66700035637657500020270344207366174621015326711766541342355
71 29 | 24024710520644321515554172112332163205444250362557643221706
035
63 30 | 10754475055163544325315217357707003666111726455267613656702
543301
55 31 | 73154252035011101330152753060320543254143267550105570444260
35473617
47 | 42 | 25335420170626465630330413774062331751233341454460450050660
24552543173
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3. Cobpicos BCH BINARIOS

Continuagao.
n k t Polinémio Gerador

45 | 43 | 15202056055234161131101346376423701563670024470762373033202
157025051541

37 | 45 | 51363302550670074141774472454375304207357061743234323476443
54737403044003

29 47 | 30257155366730714655270640123613771153422423242011741140602

)55 54657410403565037

21 55 | 12562152570603326560017731536076121032273414056530745425211
53121614466513473725

13 59 | 46417320050525645444265737142500660043306774454765614031746
7721357026134460500547

9 63 | 15726025217472463201031043255355134614162367212044074545112
766115547705561677516057

3_BCH_V2011_Rev3 - Geraldo Gil R. Gomes

3.27



