4 CODIGOS REED-SOLOMON

Neste capitulo retornamos aos codigos de blocos lineares por meio dos codigos Reed-
Solomon (RS). Isso se deve ao fato de que os Cddigos RS sdo codigos largamente
empregados em diversos sistemas de armazenamento e transmissdo de informacgdo, entre os
quais podemos citar: grava¢do de musicas em CD, gravacdo de dados em fitas magnéticas,
gravagdo de dados em discos rigidos, transmissao de sinais digitais de TV nos padroes ATSC,
DVB-T e ISDB-T, etc.

Ao contrario dos outros codigos de bloco e também dos codigos convolucionais, os codigos
convolucionais, os cddigos RS possuem uma razoavel capacidade de correcdo de erros em
rajada. Por isso, muito freqiientemente ele ¢ usado de forma concatenada com outros cédigos,
tais como os cddigos convolucionais.

Para facilitar o entendimento dos cddigos RS, este capitulo estd dividido em segdes que
abordam os seguintes topicos:

= Campos Finitos;
=  Codificagdo RS e
» Decodificagdo RS.

4.1. INTRODUGAO

Os codigos Reed-Solomon (RS) sdo codigos ciclicos ndo binarios com simbolos formados por
seqiiéncias de m bits, onde m é qualquer positivo inteiro tendo valor maior do que 2. Os
codigos RS com simbolos de m bits existem para todo 7z e k para o qual

O<k<n<2"+2 4.1)

onde k é o numero de simbolos de dados que estdo sendo codificados e n é o nimero de
simbolos cddigos em um bloco codificado.

As principais caracteristicas dos coddigos RS mais comuns estdo apresentadas na Tabela 4.1.
Esses codigos, além de uma notavel capacidade de correcdo de erros, sdo particularmente
uteis para corre¢ao de rajada de erros. Os cddigos RS sdo extensamente utilizados em diversos
sistemas de comunicac¢des concatenados, principalmente, com cddigos convolucionais além
de outros sistemas de armazenamento de informacdes.

4_Reed-Solomon_V2011 - Geraldo Gil R. Gomes 4.1



4. Cédigos Reed-Solomon

Tabela 4.1 - Principais caracteristicas dos codigos RS mais comuns.

Comprimento do codigo: n=2"-1
Numero de bits de informagdo: |k=2"-1-2¢
Numero de bits de paridade: n-k=2t
Distancia minima: Adpin=n - k+1
Capacidade de corregdo': t= V ;kJ

A probabilidade de erro de simbolo, Pg, em fungdo da probabilidade de erro de simbolo do

canal, p, pode ser escrita como:
2M 1 om _ ) m o
Z j( ' ]pj(l_p)z 1-j (4.2)

2m _1] =t+1 J

onde ¢ ¢ a capacidade de correcdo de erro de simbolo do codigo sendo que cada simbolo
possui m bits.

A capacidade de corregdo de erro em rajada pode ser entendida a partir do seguinte exemplo:

Considere um codigo RS (n, k) = (255, 247) onde m = 8 bits (= 1 byte). A capacidade de
correcao de erros deste codigo €

{n—kJ [255—247J

= = =4

2 2

ou seja, todos os padrdes de 4 simbolos errados ou menos, em um bloco de 255 simbolos.

Imagine que um surto de ruido seja capaz perturbar a transmissdo durante um periodo
correspondente a 25 bits, conforme apresentado na Figura 4.1.

. Periodo de 25 bits perturbado por

|‘ '|

Simbolo 1 Simbolo 2 Simbolo 3 Simbolo 4 Simbolo 5 Simbolo 6 |*""

Correto Errado Errado Errado Errado Correto

Figura 4.1 - Bloco de dados perturbado por ruido durante 25 periodos de bit.

"' Como os codigos RS sdo ndo binario, ¢ é a capacidade de corregdo de simbolos formados por m bits.
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4. Cédigos Reed-Solomon

Cada simbolo possui 8 bits, logo um periodo de 25 bits afeta 4 simbolos. Como o codigo
corrige qualquer padrdo de até 4 simbolos errados, todos os simbolos afetados serdo
corrigidos. Essa caracteristica ndo binaria da aos cddigos RS uma grande vantagem em termos
de correcdo de erros em rajada em relagdo aos outros codigos de blocos binarios.

4.2. CAMPOS FINITOS

Para o entendimento dos principios de codificacdo e de decodificagdo dos cddigos ndo
binarios, tais como os c6digos RS, ¢ necessaria a compreensao dos conceitos que envolvem os
campos finitos conhecidos como Campo de Galois (GF).

Para qualquer ntimero primo p existe um campo finito denominado GF(p) contendo p
elementos. E possivel estender GF(p) para um campo de p” elementos, representado por
GF(p™), onde m é um nimero ndo nulo, positivo e inteiro. Note que GF(p™) possui como
subconjunto os elementos de GF(p). Os codigos RS sdo construidos a partir dos campos de
extensdo, GF(2").

Em um campo GF(2"), cada elemento ndo zero ¢é representado por uma poténcia de o.. Um
conjunto infinito de elementos, F, ¢ formado comecando pelos elementos {0, 1, o} e gerando
elementos adicionais pela multiplicagdo progressiva da ultima entrada por ., ou seja,

F:{O, ], o, OCZ,"-,OCJ,"'}Z{O, (xo’ (Xl, aZ’...’aj’...} (43)

Para a obten¢do de um conjunto finito de elementos de GF(2™) a partir de F, uma condigdo
deve ser imposta sobre F para que ele possa conter 2" elementos e seja fechado sob
multiplicagdo. A condigdo que fecha os elementos de um campo sob multiplicacao ¢
caracterizada pelo polindmio irredutivel

a1 41=0 (44)
ou equivalentemente,

- I (4.5)

Usando esta restri¢ao polinomial, qualquer elemento do campo que tenha grau igual ou maior
que 2" - 1 pode ser reduzido para um elemento com poténcia menor que 2" - 1 como se
segue:

ol

"y n)

Assim, a Equacgdo (4.5) pode ser usada para formar uma seqiiéncia finita F'* a partir da
seqliéncia finita F, da seguinte forma:

F*={0,1L, o, 0%, -, 0% 2,02 7 a? ) 4.7)

0 1 2 2Mm_9o 0 1 2
={0,a", 0, ", -, O T, 00, O, )
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4. Cédigos Reed-Solomon

Portanto, pode-se observar a partir da Equagao (4.7) que os elementos do campo finito GF(2™)
sao dados por

GF(2™")=10,a°,a', 02, -, a® 2} (4.8)

4.2.1. ADIGAO NO CAMPO DE EXTENSAO GF(2")
Cada um dos 2" elementos do campo finito GF(2™) pode ser representado como um
polinémio distinto de grau m - 1 ou menos. Cada elemento do campo GF(2") é representado

por um polindmio a,(X), onde pelo menos um dos m coeficientes de @;(X) ¢ ndo nulo. Para i =
0,1,2,..,2"-2,

o =a;(X)=a;g+a,, X +a,, X" ++a; ,, X" (4.9)

A adicdo de dois elementos do campo finito ¢ definida como a soma moédulo-2 de cada
coeficiente do polindmio de mesma poténcia, i. e.,

of +of =(a;g+a; o)+ (@ +a; )X+ 4 (a . +a;, )X (4.10)

4.2.2. DEFINIGAO DE UM CAMPO FINITO POR UM POLINOMIO PRIMITIVO

Campos finitos de GF(2™) sdo construidos a partir de polinémios primitivos que por sua vez,

sdo necessarios para a definicdo dos codigos RS. Entretanto, ¢ conveniente definir
inicialmente o que sdo polinomios irredutiveis.

Um polinomio irredutivel, {(X), de grau m é dito ser primitivo, se 0 menor inteiro positivo n
para o qual f(X) divide X" +1én=2" - 1.

Qualquer polinémio irredutivel sobre GF(2) de grau m divide X L

A partir da definicao e da propriedade apresentadas acima, a seguinte condigdo ¢ necessaria e
suficiente para garantir que um polindmio é primitivo:

Um polinomio, f(X),de grau m, é dito ser irredutivel sobre GF(2) se f(X) ndao é divisivel por
qualquer outro polinéomio, sobre GF(2), de grau menor que m, mas maior que zero.
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Exemplo 4.1

Baseado na defini¢do de polindmio primitivo apresentada anteriormente verifique se os
polindmios irredutiveis a seguir sdo primitivos.

a) 1+X+X°+Xx°+x*
b) 1+X+Xx*

Solugdo:

a) Pode-se verificar se o polindmio ¢ primitivo se 0 menor grau de X" + 1 para o qual o
polinémio ¢ divisor, é n = 2" - 1. Conseqlientemente, ele ndo pode dividir nenhum X" + 1
de grau 1 <n <15.

n=2"-1=2"-1=16-1=15

Logo, o menor grau para 0 X" + 1, para o qual 1 + X+ X2+ X° + X* & divisor ¢ 15.

XPB+1 X+ X3+ X2+ X+1
(X15+X14+X13+X12+X11) X11+X10+X6+X5+X+1
XU+ xP+x2+x"+1
X4+ x4+ x4 x4 x10)
X"0+1

X0+ X+ x5+ X7+ X
X+x+xT+x%+1

X+ X+ X7+ X0+ X°)
X°+1
X+X*+ X+ X2+ X)
X+ X+ X2+ X+ 1

X'+ X+ X+ X+1)

0

O que confirma que 1 +X + X2+ X + X* ¢ irredutivel. Mas, verifica-se também que:

X3 +1 X X3+ X+ x+1
X+X*+ X+ X7+ X) X+1

X4+ X3+ X+ X+1
X+ X+ X+ X+1)
0

Logo, X*+ X° + X?+ X + 1 ¢ irredutivel, mas ndo é primitivo.
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b) Para 1l +X+ X" verifica-se que:

xbB+1 XY+ X+1

(X15+X12+X“) XU X 4+ X+ X+ X2+ X+ 1
X12+X11+1

X2+ X%+ x4
X11+X9+X8+1
XM+ x84+ X7

X’ +x7+1

X°+ X+ X%)

X+ X0+ X +1
X"+ X+ X7

X+ X+ X+ X +1
X+ X+ X%
X+Xx'+x*+1
X+ X2+ X)

X'+ Xx+1

X'+ X+1)

0

Pode se verificar também que 1 + X + X * ndo divide nenhum outro X" + 1 para 1 <n <
15. Logo 1 + X+ X* ¢ irredutivel e primitivo.

fE I
Como pode ser observado, ¢ relativamente facil verificar se um polindmio ¢ irredutivel e
primitivo. Entretanto a obtencao de um polindmio primitivo de um grau pré-determinado nao

¢ uma tarefa facil. Normalmente esses polindmios sdo obtidos através de busca
computacional. A Tabela 4.2 apresenta alguns polinomios primitivos de ordem 3 até 24.
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Tabela 4.2 - Alguns polindmios primitivos.

m Polinémio m Polinémio
3 1+X+X° 14 1+ X +X°+x"0+x™"
4 1+X+x* 15 1+X+x5
5 1+X*+X° 16 1+ X+ X +x2+x1°
6 1+X+Xx° 17 1+x3+x"
7 1+X°+X7 18 1+X"+x"
8 1+ X +x°+x*+x° 19 1+ X +Xx*+x°+x"
9 1+x*+x° 20 1+X°+x2%
10 1+XxX°+x"° 21 1+Xx*+x*
11 1+Xx2+x! 22 1+X+Xx%
12 1+ X+X P+ X0+ x " 23 1+X°+Xx%
13 1+ X+Xx3+x4+x"8 24 1+ X+ X+x +x*

4.2.3. O CAMPO DE EXTENSAO GF(2°)

Considere o caso de m = 3, ou seja, GF(2%) e o polindémio primitivo AX) =1+ X+ X°. Um
polindmio de grau m possui precisamente m raizes. Resolvendo para as raizes de f{(X), entdo
os valores de X para f{lX) = 0 devem ser encontrados. Seja o, um elemento do campo de
extensdo definido como uma raiz de f{X). Assim,

flay=1+a+0’=0
a’=1+a (4.11)

Desta forma, o’ pode ser obtida como a soma ponderada dos termos de ordem mais baixa. De
fato, todas as poténcias de o podem ser também representadas, conforme mostra a Tabela 4.3.
A Tabela 4.3 mostra ainda o mapeamento dos sete elementos {0/} e o elemento zero, em
termos dos elementos base {X°, X', X*}, descritos pela Equagio 4.10.
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Tabela 4.3 - Mapeamento dos elementos do campo em termo de seus elementos base para f{(X)
=1+X+ X", e representacio das poténcias de o..

ELEMENTOS
3 BASE REPRESENTACAO DAS POTENCIAS DE &
GF(2") O x| x2
0 0 0 0 (0
o 1 0 0|
o |0 1 0 |
o 0 0 1 | o?
o’ 1 1 0 |&d=1+a
4 4 _ 3 _ _ 2
o 0 1 Il [a'=aa’=a(l+to)=a+o
o 1 1 1 |d=ad'=a@+a)=c’+o’=1+a+c
al 1 0 1 |of=ad’=a(l+at+tod)=a+o’+o’=1+0o’

A partir das equagdes definidas na Tabela 4.2, pode-se definir as duas operacdes aritméticas
possiveis sobre GF(2*): a adi¢do e a multiplicagio. Ambas estdo apresentadas nas Tabelas 4.4
e 4.5, respectivamente, e foram obtidas do conjunto de equacdes da Tabela 4.3.

Tabela 4.4 - Tabela de adigdo para GF(2%) comflX)=1+X+ x>

@|la o o o o o o
1 0 o o o o o o
o'l 0 o o o o &
o of 0 o o o o
o la o o 0 o o o
ol o o o a° 0 o o
| ot o o oF o 0 o
ol o o o o o o 0
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Tabela 4.5 - Tabela de multiplicacdo para GF(2®) com AX) =1+ X+ X*

 [a" o o & o o o
o | o o o ot o af
o' o' o o o o o
o |2 o af o o o o
o | o o o o o o
o |t & o o o o o
o | o8 o o o o of
o [ o o o o o o

O mapeamento dos elementos do campo em termos de seus elementos bases apresentados na
Tabela 4.3 podem ser demonstrados através de registradores de deslocamento, conforme
mostrado na Figura 4.2. O circuito gera (com m = 3) os (2" -1) elementos ndo nulos do
campo. Note que as conexdes de realimentagdo do circuito correspondem aos coeficientes do
polinémio 1 + X + X, exatamente da mesma forma que o circuito gerador de paridade para os
codigos ciclicos bindarios.

X° X! X? X’
1y 1y 1y
Inicio 1 0 0 o’
12 deslocamento 0 1 0 ol
22 deslocamento 0 0 1 o’
32 deslocamento 1 1 0 o’
4° deslocamento 0 1 1 ot
52 deslocamento 1 1 1 o’
6° deslocamento 1 0 1 o

Figura 4.2 - Elementos base ndo nulos de 1 + X + X~ gerados por registradores de
deslocamento.

Iniciando por um elemento ndo nulo no primeiro estagio do registrador de deslocamento e
promovendo seguidos deslocamentos ciclicos, verifica-se que todos os elementos base nao
nulos do polindmio 1 + X + X* podem ser obtidos lendo-se o conteudo dos registradores a
cada deslocamento.
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No sétimo deslocamento, obtém-se novamente o, pois da Equagdo (4.5), obtém-se

-1

oc( =o’ =a’.

4.3. CODIFICACAO RS

Conforme apresentado na Tabela 4.1, em termos dos pardmetros n, &, ¢, para a forma mais
comum dos codigos RS, tem-se que

(n,k)=(2" -1, 2" —1-2¢) m>2 (4.12)

onde n - k=2t ¢ o numero de simbolos de paridade, e ¢ ¢ a capacidade de correcdo de erro de
simbolo do codigo. O polindmio gerador para um cédigo RS assume a seguinte forma:

g(X):g0+g1X+g2X2+~--+g2,_1X2’_1+X2’ (4.13)

O grau do polindmio gerador € igual ao nimero de simbolos de paridade. Uma vez que o grau
do polindmio gerador ¢ igual a 2¢, deve haver precisamente 2¢ poténcias sucessivas de o que
sdo raizes do polindmio. As raizes de g(X) sdo designadas como: o, o, ... ,0". Assim, o
polindmio gerador g(X) pode ser obtido fazendo

g(X)=(X-a) (X —a’)..(X—a™). (4.14)

Considere como exemplo o cddigo RS (7, 3) com capacidade de corre¢dao de duplo erro de
simbolo. O polindmio gerador em termos de suas 2t = n - k = 4 raizes ¢ descrito da seguinte
forma:

g)  =(X-a)(X-a’) (X- o) (X-o)
=X -(o+od) X+ o) (X% - (o + o) X+ o)
=X - X+ o) (X7 - a’X+ o)
=(X4—((X4+OC6)X3+(063+0C10+(XO)X2+(OL4+O(.9)X+063
=x*-o X+’ x? - X+

Escrevendo o polindmio da ordem mais baixa para a mais alta, e trocando os sinais negativos
por positivos (no campo binario +1 = -1), g(X) fica:

g X)=’+a' X +a’X*+o’ X’ + X (4.15)

4.3.1. CODIFICAGAO NA FORMA SISTEMATICA
Uma vez que os codigos RS sdo codigos ciclicos, eles podem ser codificados na forma

sistemdtica de forma analoga ao procedimento para os cddigos bindrios, ou seja, conforme
apresentado no Capitulo 2,
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X" m(X)=q(X)g(x)+p(X). (4.16)
onde q(X) e p(X) s@o os polindmios quociente e resto, da divisdo da mensagem deslocada de
n-k posicdes, X m(X), pelo polindmio gerador, g(X). Note que, na forma sistematica, o

polinémio resto, p(X), é o polindmio paridade da palavra cédigo. A Equacdo (4.16) pode ser
escrita ainda como:

p(X)=X""* m(X) modulo g(X) (4.17)
A palavra cédigo polinomial resulta em

c(X) =p(X)+ X" m(X) (4.18)

Exemplo 4.2:

Considere a seqiiéncia mensagem binaria 010110111. Faca a codificagdo sistematica da
mensagem com um cddigo RS (7, 3), cujo polindmio gerador ¢ aquele obtido pela Equacao
4.14. Para geragdo dos simbolos em GF(2*), considere o polindmio primitivo de grau 3
apresentado na Tabela 4.2.

Solugdo:

A seqiiéncia 010110111 pode ser segmentada em elementos base do campo gerado por 1 + X

+ X3, na forma 010 110 111, para a obtengdo dos elementos do campo ocl, o e o’ , conforme

mostrado na Tabela 4.3.

Logo o polindmio mensagem ¢é o' + o’ X + o’ X%, que multiplicado por X™*, torna-se;
X'+’ X+’ X )= X'+’ X* +0° X°

O polindmio paridade ¢ o resto da divisdo do polindmio deslocado, X"* m(X), por g(X). Note

que a divisio polinomial deve ser feita em GF(2’), ou seja, as regras de adigdo e de

multiplicagdo devem obedecer as Tabelas 4.4 e 4.5, respectivamente, conforme apresentado a

seguir.

OCSX6+OC3X5+OCIX4 aOX4+a3X3+a0X2+ OCIX+(X3

@X°+ o' X+ a’X* + a’X® +alX?) o’ X+ o’X + o
0 +o’X°+o’X*+ X +alx?
@°X° + o’X*+ X+ o' X+ a’X)
0 +ax*+a’X’+ 0 +o’X
(' X+ a’X° + o' X+ X+ o)

olX?+o*X?+ o’X+ o’ — resto
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Logo,
p(X)=0a’+o’X +o'*X? +a’X’

Assim, da Equacao 4.18 obtém-se:

c(X)=o"+a’ X+ X’ +a’ X’ +a' X '+’ X 40’ X° (4.19a)

4.3.2. CODIFICACAO NA FORMA SISTEMATICA COM REGISTRADORES DE DESLOCAMENTO
DE (N-K) ESTAGIOS

A implementagdo de um codificador RS (7, 3); descrito pelo polindmio g(X) apresentado na
Equacao 4.15, requer uma cadeia de registradores de deslocamento conforme mostrado na
Figura 4.3.

Chave 1
x° X! X? X3

Y Y Y Chave 2

Figura 4.3 - Codificador com registradores de deslocamento para o cddigo RS (7, 3).

Assim como no caso bindrio, no codificador da Figura 4.3, o nimero de estagios do
registrador de deslocamento ¢ igual a (n-k). Entretanto, enquanto no caso binario cada estagio
armazena 1 bit, no codificador RS, cada estdgio armazena 1 simbolo. No caso especifico do
codificador para o codigo RS (7, 3); cada estagio armazena entdo 3 bits.

Note que no caso bindrio, cada termo do polindmio gerador era representado por auséncia ou
presenca da conexao de realimentagcdo para cada estagio, correspondentes aos coeficientes
"0s" e "ls", respectivamente. Nos codificadores RS, todos os termos do polindmio sdo
representados por conexdes de realimentagdo que sdao multiplicadas pelos respectivos
simbolos coeficientes.
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O processo de codificagao € similar ao caso bindrio e se da da seguinte forma:

1.

Inicialmente a Chave 1 esta fechada, permitindo o carregamento da mensagem no
registrador de deslocamento de (n-k) estagios.

Ao mesmo tempo a Chave 2 estd fechada para baixo durante os primeiros k ciclos de
clock afim de permitir a transferéncia simultanea dos simbolos de mensagem
diretamente para a saida do codificador.

. Apos a transferéncia dos k simbolos de mensagem para a saida do codificador, a

Chave 1 ¢ aberta e a Chave 2 ¢ fechada para cima.

Os (n-k) ciclos de clock restantes deslocam os simbolos de paridade para fora do
registrador de deslocamento.

O numero total de ciclos de clock ¢ igual a n e na saida do codificador obtém-se a
palavra cédigo polinomial p(X) + X "*m(X), onde p(X) representam os simbolos de
paridade, e m(X) os simbolos de mensagem na forma polinomial.

Exemplo 4.3:

Considere a seqiiéncia mensagem m(X) = o' + o’ X + o’X? . Faga a codificagdo sistematica da
mensagem com um codigo RS (7, 3), usando o codificador da Figura 4.3, mostrando a cada
ciclo de clock a saida e o conteudo do registrador de deslocamento.

Solugdo:
. Ciclos Conteudo dos . ~
Fila de entrada clock registradores Realimentacao Fila de saida
ol o o 0 0 0 0 0 o’ o’
a o 1 a o8 o o o’ o o

o 2 o 0 o o o a' o o
_ 3 ao a2 a4 (XG 0 (x6 (xl a3 aS
- 4 0 o o o 0 o af ol o o
- 5 0 0 o o 0 ol ot o® o o o
- 6 o 0 0 o 0 ocooczoc 0c60c10c0c
- 7 0O 0 0 0 0 -l otalal ol o

Na forma polinomial a fila de saida pode ser escrita como:

ou,

6
c(X)=ZunX” =o'+’ X+a' X+’ X +a' X' +d’ X+’ X° (4.19b)
n=0

(100) + (001) X + (011) X* + (101) X> + (010) X* + (110) X° + (111) X°
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Note que no processo de codificagdo as operagdes de adicdo e multiplicacdo devem respeitar
as Tabelas 4.4 ¢ 4.5, respectivamente.

As raizes do polindbmio gerador g(X) devem ser também raizes da palavra codigo gerada por
g(X), porque uma palavra valida ¢

e(X) = m(X)g(X) (4.20)

Portanto, uma palavra cédigo arbitraria quando calculada para qualquer raiz de g(X), deve
resultar em zero, ou seja,

(o) = c(0?) = c(a’) = c(o) = 0.

O polindmio cédigo apresentado na Equagdo 4.19 resulta em zero quando calculado para
qualquer raiz de g(X), conforme mostrado a seguir, para cada uma das raizes.

c(o) =o'+ oo+ ool + ol + olot + ol + ol
=a0+a3+a6+a9+a5+a8+all
_ ~0 3 6 2 5 1 4
=+’ +ol+al+ o’ +a +o
=o'+ o’ +a’+ao
=’ +ao’=0

C(a2):a0+a2a2+a4a4+a6a6+a1a8+a3a10+a5a12
:a0+a4+a8+a12+a9+(x13+a17
_ 0 4 1 5 2 6 3
—o’+ot+ o+’ + ol +a
SN BN SN S
=a'+a'=0

C((X3) :a0+(x2(x3+a4a6+a6a9+alal2+a3a15+a5a18
:a0+a5+a10+a15+a13+a18+a23
=+’ +od+al+al+ ot + ol
ot + o'+ o + o
=’ +0’=0

C(OC4) =a0+a2a4+a4a8+a6a12+a1a16+a3a20+a5a24
col ool ot o+ o+ o
=+l +o’+at+ o+ o +al
—o?+a’+ o’ +a
=a’+a=0
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4.4. DECODIFICAGAO RS

Para um cédigo RS o padrao de erro pode ser descrito na forma polinomial como:
n—1 ]
e(X)=) eX'. (4.21)
i=0
Para um codigo RS (7, 3), a Equagdo 4.21 torna-se:
6 .
e(X)=ZeiX’ =e,+teX+e, X +e, X +e, X' +e, X +e X°
i=0

Agora, assuma que durante uma transmissdo o polindmio codigo representado pela Equacao
4.19 tenha sido corrompido por ruido e 2 simbolos foram recebidos com erro, de acordo com
o padrdo de duplo erro apresentado a seguir.

e(X)=04+0X+0X’>+0° X’ +0X* + o’ X +0X° (4.22)
Ou  (000) + (000) X + (000) X* + (001) X° + (000) X* + (111) X° + (000) X°.

Isto é, o> (001) introduz 1 bit errado no simbolo da posicio X e o’ (111) introduz 3 bits
errados no simbolo da posi¢io X°. Conseqiientemente, o polindémio codigo pode ser obtido a
partir de:

r(X)=c(X)+e(X) (4.23)
que resulta em

c= o+ X+ o'xX*+ X+ ox*+ X+ X
+

- 2 2y3 4 5v-5 6

e(X) 0+ 0X+ 00X+ o’ X+ 0X"+ oX’+ 0X
= o+ o+ o'x*+ oX’+ axX'+ X+ a’X® (4.24)
Neste exemplo existem quatro incdgnitas: duas posi¢des de erro e dois valores errados. Note
que a diferenga fundamental entre a codificacdo bindria e a ndo bindria ¢ que na primeira
basta identificar as posi¢cdes de erro e inverter os bits, enquanto que na segunda além de
identificar as posicdo dos simbolos errados € necessario substituir o simbolo errado pelo

simbolo correto, que ¢ um elemento do campo GF(2%). Uma vez que existem quatro
incdgnitas neste exemplo, s3o necessarias quatro equagdes para sua solucao
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4.4.1. CALCULO DA SiNDROME

Para o codigo RS (7, 3) aqui considerado, cada vetor sindrome possui quatro simbolos.
Conforme j4 apresentado, as raizes de g(X) também sdo raizes de c(X), ou seja, quando c(X) ¢
calculado para as raizes de g(X), os valores resultantes sdo iguais a zero. Qualquer erro
introduzido em um polindmio codigo resultard em um polindmio que ndo terd as mesmas
raizes de g(X). Desta forma a sindrome, S;, pode ser determinada calculando-se r(X) para as
raizes de g(X), ou seja,

S, =r(X); X=d
S.=r@'); i=l-,n—k

(4.25)

Se r(X) ndo contiver erros entdo cada uma das sindromes S; seré igual a zero.

Para o polindmio recebido r(X) apresentado na Equacao 4.24 os quatro simbolos da sindrome
sao:
S =o'+ oo+ ata’ + oo + oot + oo’ + o’a’
=o'+’ ol +o’+ o’ + o+ o
S, =+ ood + atat + ool + oo + o2t + o'
—o’+at+a' +al+at+ o’ + o
=0
Sy = o + a2l + otal + ool + ol + oo + oot
=o'+ o’ + o’ + o+ o’ + ol o
Si =+ ool + otad + oo + ol + 020 + oo
=o'+l +o’+o’+o’ + ol + o

Exemplo 4.4:

Mostre que as sindromes do padrdo de erro representado pela Equacdo 4.22 sdo iguais as
sindromes calculadas para o polindmio recebido representado pela Equacao 4.24.

Solucao:
S, =r(X);, X=a
S, =r(a'); i=1--,n—k

[c(X)+e(X)]; X=d
[c(a')+e(a)]=0+e(a’)
e(a’)

Si
Si
Si

4_Reed-Solomon_V2011 - Geraldo Gil R. Gomes 4.16



4. Cédigos Reed-Solomon

Da Equagdo 4.22:
e(X)=0" X’ +0’ X°
Assim:
S =e(a) =’ + o’ar’
o+ ol

S, =e(0?) = *o’ + oo’
—oltal
=0

Sy =e(o’) = oo’ + oot
— (x4+ a6

S, = e(064) - 2o+ ot
— o'+ o

Estes resultados confirmam que as sindromes de e(X) e r(X), quando calculadas para as raizes
de g(X), sdo exatamente as mesmas.

4.4.2. LOCALIZAGAO DE ERRO

De acordo com a Equagdo 4.21, para todo e; # 0, entdo existe na posi¢ao i um erro cujo valor
¢ e;. Isso pode ser observado por meio da Equagdo 4.22, repetida a seguir por conveniéncia,
que mostra claramente os valores dos erros e suas posigoes.

e(X)=0+0X+0X° +’ X’ +0X*+0’° X’ +0X  =e(X) =’ X’ +a’ X’
Note que existem dois erros: um na posicio X ° e outro na posicdo X *, cujos valores sdo
respectivamente ch e o’. Assim, para corrigir uma palavra recebida, cada valor de erro e; e
sua localizagdo X', deve ser determinada.
Conforme definido e demonstrado anteriormente, as sindromes podem ser determinadas tanto

a partir do polindmio recebido quanto por meio do polindmio de erro. Desta forma, pode-se
generalizar o sistema de equagdes que determinam os valores da sindrome fazendo:

Sl =r((x,)=eo a0+el al_'__ . .+en_1 an—l
S2 =I'(0L2)=eo(a2)0 +el(a2)1 +_“+en_l(a2)n—1
: (4.26)

S, = r(OCZt) =6 (a2t )0 +e ((12[ )1 +-te, (a2t )n_l
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Neste sistema de equagdes existem 2¢ incognitas (¢ valores de erros e ¢ posi¢des de erros), € 2t
equagdes simultaneas que ndo podem ser resolvidas pela forma usual por serem nao linear.
Qualquer técnica que resolva este sistema de equagdes € um algoritmo de decodificagdo Reed-
Solomon.

Quando um vetor sindrome diferente de zero ¢ calculado, significa que um erro foi recebido.
Inicialmente € necessario determinar a posi¢ao do erro ou erros. Isso pode ser feito por meio
de um polinémio localizador de erros pode ser definido como:

o(X)=1+6,X+0,X +--+0,X' (4.27)

Os reciprocos das raizes de o(X) revelam as posicdes de erros do padrio de erro e(X).
Entdo usando a técnica de modelagem auto-regressiva, pode-se formar uma matriz a partir das
sindromes, onde as primeiras ¢ sindromes sdo utilizadas para determinar as proximas
sindromes. Isto é,

S S, Sy 0 S S, G =S4
S, S; S, S AVIFES Ko i
: ol s | @28
S S, S o Sus Sya o, =8y
S, S Sua o Sy Sya o] | -8y ]

Aplica-se 0 modelo auto-regressivo da Equagdo 4.28 pelo uso da matriz de maior dimensao
que tem determinante ndo nulo. Para o cddigo RS (7, 3) que estd sendo considerado aqui, esta
matriz ¢ uma matriz 2 X 2, € o modelo € escrito como

s sl
S, 8| o, W
oo aHe] = oI

3 = s = 3 5 (4.30)
0 o ||o o o, 0 o o

Conforme apresentado no Anexo 4.1, no final deste capitulo, o inverso de uma matriz
diagonal ¢ a matriz formada pelo inverso de seus elementos. Portanto,

-1
o 0| |a? 0| |a7 0 4310
0 o 0 o 0 o '
Verificagdo: Se a inversdo foi feita corretamente, entdo a multiplicagdo da matriz original
pela matriz invertida deve resultar em uma matriz identidade.

ol 0 lla’® 0 o’a’ +0-0 o’0+0a’ 1 0
; = as s .= (4.32)
0 o 0 «o 0o’ +a’0 0-0+070 0 1
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Substituindo entdo o resultado de (4.31) em (4.30) e efetuando a multiplicagdo, obtém-se

o, o’ 0 |lo’ oo’ +00’ o
= 4 5|~ 3 a5 T2 | (4.33)
o, 0 ao'|lo oo’ +a'a (04
Substituindo agora os resultados de (4.33) em (4.27), obtém-se:
o(X)=a’"+0,X+0, X’ =a’ +a’ X +aX". (4.34)

Como as raizes de o(X) sdo os reciprocos das posicdes de erros, o proximo passo ¢ a
determinagdo das raizes de (4.34). Isso pode ser feito por meio de testes exaustivos do
polindmio o(X), com cada um dos elementos do campo, conforme mostrado a seguir.
Qualquer elemento X que resulta em 6(X) = 0 ¢ uma raiz, e permite localizar um erro.

c@)=a’+o’a’ +oaa’=a’+a’ +a=0a’
ca)=a'"+0’a+ao’ =a’+ao’ +o’ =a’
oa)=a'+0’’ +oat=a’+o'+0’° =0
c@)=o'+a’0’ +ao’ =a’+o’ +a’ =’
coaH)=a"+0’a' +oa’ =0’ +a’+a’ =0
o@)=o'"+a’0’ +aa’ =’ +a’ +a =a’
c)=a’+a0’0’ +aa”=a’+o+0a’ =a

De acordo com esses resultados verifica-se que 6(X) possui como raizes os elementos de
2 4 c o~ i~ , ,

campo o e o'. As posi¢des de erros X ' sdo reveladas pelo reciproco das raizes encontradas.

Ou seja,

=0’ = Posi¢do X’

|_Q|_
S5}

- =0’ = Posigio X°

R

Conseqiientemente, o polindmio padrao de erro ja pode ser escrito com as posigdes de erros
reveladas, isto é:

eX)=e X +eX°. (4.35)

onde &(X) denota o polindomio de erro estimado. Note que duas das quatro incognitas foram
determinadas, ou seja, as duas posicdes de erros. Resta agora determinar as outras duas
incognitas que sao os valores dos erros.
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4.4.3. VALORES DOS ERROS

Para a determinacdo dos valores dos erros e; € es quaisquer duas das quatro equagdes de
sindrome podem ser usadas. De (4.26) para as sindromes S; e 5> obtém-se:

S, =r(a) =e;0° +e,0° =

. (4.36)
S, =r(a’)=e,a’ +e,0'’ =0
Escrevendo as equacgdes acima na forma matricial, obtém-se:
w oel e (4.37)
al ol e 0 .
que pode ser reescrita como
3 577 2
N e (4.38)
e of o 0 .

a fim de facilitar a determinacao dos valores de e; e de es.

Agora a matriz a ser invertida ndo ¢ uma matriz diagonal e requer uma solucdo um pouco
mais trabalhosa, conforme apresentado no Anexo 4.1, ou seja, para uma matriz [A] o seu
inverso pode ser determinado como:

T
Inv[A] = [cofator] A]]
det[ 4]
o o r oa® of T a® o
cofator . 0 5 X ] X
o’ o o’ o o’ o o o
Inv of U e 0(5_ Tl —ofa’ T ol +al
det . 0
o (04 ]

a ol
af ol B o o \ o o o ol
= = =0 6 3T 40 0
o o o o

Verificacdo: Se a inversdo foi feita corretamente, entdo a multiplicagdo da matriz original
pela matriz invertida deve resultar em uma matriz identidade.

o o o’ o? o’a’ +o’a’ oo’ +o’a’ [1 0}

a6 (XIO a3 aO a6a0 +a10a3 a6a2 +a10a0 0 1

Resolvendo (4.38) para os valores de erros, obtém-se:
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el | oo’ |d’aP+a’0| | (4.39)
es| | a0 acat+a’0| | '
Finalmente, o polindmio padrdo de erro pode ser escrito com as posi¢des de erros e os valores

dos erros definidos, isto é:
eX)=’X’ + o’ X", (4.40)

4.4.4. CORREGAO DO POLINOMIO RECEBIDO COM O POLINOMIO DE ERRO ESTIMADO

O polindémio transmitido estimado ¢ obtido fazendo:
cC(X)=r(X)+e(X)=c(X)+e(X)+&(X) (4.41)
0= o+ oix+ o'x2+ X3+ axt+ o+ o’x’
I
BX)= 0+ 0X+ O0X*+ o®2X°+ O0X*'+ ox°+ 0X°
é(;()= o+ oA X+ a'xi+ X+ X+ X+ o’X© (4.42)

Uma vez que os simbolos mensagem constituem os k£ = 3 simbolos mais a direita do
polindmio, entdo a mensagem decodificada ¢

010 110 111
o T (4.43)
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4.5. EXERCciclOS

1. Deseja-se obter um codigo Reed-Solomon (n, k) primitivo a partir de um GF(2°) com
capacidade de correcdo igual a 10 simbolos. Pergunta-se:

a) Quais sdo os valores de n e de k para este codigo?
b) Qual € o grau do polindmio gerador para este coédigo?

2. Considere um Codigo RS (127, 97). Responda:

a) Qual ¢ a capacidade de correcdo de simbolos deste codigo?
b) Qual ¢ o maior comprimento da rajada de bits que pode ser corrigida pelo codigo?
¢) Qual ¢ o grau do polindomio gerador deste codigo?

3. Considere um Cédigo Reed-Solomon (31, 15). Responda:

a) Quantos sao os bits por simbolo do cédigo?

b) Qual € o comprimento do bloco em bits?

¢) Quantos simbolos errados podem ser corrigidos?

d) Qual ¢ a maior comprimento de rajada de erros que pode ser corrigida?

4. Considere o campo de Galois GF(2*) gerado por p(X) = 1 + X + X * apresentado na tabela
a seguir. Encontre os polindmios geradores para os codigos:

a) RS (15, 13).
a) RS (15, 11).

b) RS (15, 9).
c) RS (15, 7).
Representacio | Representacio | Representacio | Representacio
por poténcia polinomial por poténcia polinomial

0 0 a’ 1+a+a?
4 1 o ata’+a’
a o o’ 1+ o’
o o 0 at o
2 a’ e 1+ 2+ o’
o' 1+ o’ o' 1+a
o’ 1+a+a’ o a+a’
a’ l+ta+ta’+a’ o' o'+ a’

4_Reed-Solomon_V2011 - Geraldo Gil R. Gomes 4.2



4. Cédigos Reed-Solomon

5. Considere o Campo de Galois gerado a partir do polindmio primitivo p(X) = 1 + X* + X°
apresentado a seguir. Pede-se:

a) Obtenha o polindmio gerador para o cddigo RS (7, 5)
b) Codifique a mensagem m = 111000010000101, onde o bit mais significativo é o bit
mais a direita.

Representacido | Representacio Representacido | Representaciao
por poténcia polinomial por poténcia polinomial
0 0 o’ 1+ o’
d 1 o l+a+a’
o a o’ 1+«
a’ o’ a’ a+a’

6. Considere o cddigo Reed-Solomon (7, 3) gerado a partir de campo apresentado a seguir.
Pede-se:

a) Codificar a mensagem m(X) =1+ o X + o> X*.

b) Calcule as sindromes para o vetor recebido r(X) = o + a’X + o’X * + o’ X * + o' X * +
a’X + X

¢) Decodifique o polindmio recebido apresentado na questao "b".

Representacdo | Representagio Representacdo | Representacio
por poténcia polinomial por poténcia polinomial
0 0 o’ 1+a
a 1 at a+a’
o o o’ 1+a+a’
o’ o’ of 1+ o’
* % *
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ANEXO 4.1 - OPERAGOES ELEMENTARES COM MATRIZES

= MULTIPLICAGAO DE MATRIZES

Considere uma matriz A com dimensdes m X n ¢ uma matriz B com dimensdes 7 X p. O
produto C = AB (nesta ordem) ¢ definido se e somente se » = n, ou seja, o nimero de colunas

da matriz A deve ser igual ao nimero de linhas da matriz B.

O produto ¢ entdo uma matriz m X p definida como uma matriz C obtida conforme mostrado a

seguir.
a4y dp b, by,
A=la, ay ay B=|b, b,
a3 4z dy by, b,
a,b, +a,b, +a;by,  a,b,+a,b,, +a;b;,
C=A-B=|a,b, +ayb, +a,b;, ayb,+ayb,,+ayb,, (A4.1)
ayb,, +aynb, +ayby,  ayb, +ay,by, +ayby
Exemplo 1:
4 3 5 s 4.243-1 4-5+43-6 38
A=|7 2 B=|:1 6] C=A-B=|7-2+21 7-5+2-6| = C=|17 47
9 0 9.240-1 9-54+40-6 18 45

Cuidado! Geralmente a multiplicacio de matrizes nao é comutativa, ou seja, AB # BA.

= DETERMINANTES DE SEGUNDA ORDEM

Um determinante de segunda ordem ¢ representado e definido por

a a a
A=[ 1 12] D=detA=|" 12 =a,,d,, —ad,,d,, .
a, 4y a, 4y
Exemplo 2:
4 3
=|: i| D=detA=‘ ‘=4-5—3-2=14
2 5
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= DETERMINANTES DE TERCEIRA ORDEM

Considere a matriz a apresentada a seguir.

a, a a, a a, a
22 23 12 13 12 13
D=detA=la, a, a,|=aq, —a,, +ay, (A4.3)

3 Uiy Az Ay ay, dp

a3 Az dy

Note que os sinais dos termos aji, a1 € as; sdo, respectivamente, + - +. Além disso, os
determinantes de segunda ordem que multiplicam os termos a;;, @) € a3; sdo obtidos a partir
das matrizes menores para os respectivos termos. A matriz menor para um termo a;; ¢ aquela
que resulta do apagamento da linha j e da coluna /, conforme mostrado a seguir.

v _
" a,, dy
ay, A4y | = 4a;
Az Ay
| asz, dj; |
ap,p 4y a a
a, - a21a12 a13
] . 3 Qs
[ a a13_
a;,, dj;
Ay Ay | = 4
ay, dyp
| 431 J
Exemplo 3:
1 30
A=| 2 4
-1 0 2
6 4 30 30
detA=1 -2 +(=1) =1(12-0)-2(6-0)+(-1)(12-0)
0 2 0 2 6 4

detA=12-12-12=-12
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* INVERSAO DE UMA MATRIZ DIAGONAL

A matriz inversa de uma matriz diagonal ¢ a matriz cujos elementos sdo os inversos dos
elementos da matriz que se deseja inverter. Ou seja:

a, 0 0 1/a, 0 0
A=l 0 a, 0 = A= 0 1/ay 0 (A4.4)
0 0 aj 0 0 1/ay
Exemplo 4:
4 0 O 0,25 0 0
A=|0 -1 0f = A7'=[ 0 -1 0
0 0 5 0 0 0,20

Verificagdo: Se uma matriz A foi invertida corretamente, entio A.A™' ¢ igual a uma matriz

identidade.
4 0 0025 0 0 4.0,25 0 0 1 00
0O -1 0| 0 -1 0 |= 0 (=D-(=1) 0 |=[0 1 0
0O 0 5| 0 0 0,20 0 0 5-0,2 0 0 1

= INVERSAO DE UMA MATRIZ NAO SINGULAR 2 X 2

Considere a matriz

Sua inversa é

A 1 |:a22 _a12i| (A4.5)

Exemplo 5:

3 -2 . 1 ) L[ o2 L [wv7ro 27
A= > AT=———"— = AT =- = A=
2 1 3.1-(=2)-2|-2 3 71-2 3 -2/7 3/7

Verificagdo: Se uma matriz A foi invertida corretamente, entio A.A™' ¢ igual a uma matriz
identidade.

{3 —2][ 1/7 2/7}_{3-1/”(—2)(—2/7) 3-2/7+(—2)-3/7]_[1 0]

2 1 ||=2/7 3/7| | 2. 1/7+1-(=2/7)  2-2/7+1:3/7 0 1
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* INVERSAO DE UMA MATRIZ DE TERCEIRA ORDEM OU MAIOR

Pode-se inverter uma matriz A de ordem qualquer por meio de seu determinante e de sua
matriz de cofatores, de acordo com a seguinte expressao:

A~ !

= [cofator A]" . (A4.6)
detA

Os cofatores da matriz A sdo os determinantes das matrizes menores para cada elemento da
matriz A. Para ilustrar a construcdo da matriz de cofatores, considere a matriz A de terceira
ordem e a representagdo de sua matriz de cofatores apresentadas a seguir e.

a, 4, 4 4, A, A
A=|a, a, ay = cofator A=| 4, A4, A, (A4.7)
a3 4z Ay Ay Ay, Ay
Os elementos A1, A1, ... , A3z sd@o os determinantes de cada uma das matrizes menores para
cada elemento ayy, ai», ... , a33, conforme mostrado a seguir.
a a a, a a, a
22 23 21 23 21 22
4, = 4, =- 4, =
a3, Ay as  di as;  dy
a a a, a a, a
12 13 11 13 11 12
A, =— 4, = Ay =— (A4.8)
sz dsg as  diy as;  dy
a a a, a a, a
12 13 11 13 11 12
45 = Ay, == Ay =
), dyp a Ay a, 4y
Exemplo 6:
-1 1 2
- 1 T
A=3 -1 1 = A" =———]cofator[A]]
det [A]
-1 3 4

3 4 3 4 -1 1

o] L ol

det[A]=(-1)(-4-3)-B4-6)]+(-D(1+2)=7+6-3

det[A]=10
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) =‘—1 1=_7 __‘3 1‘=_13 ) _‘3 —1‘=8
T3 4 21 4 S
y =_‘1 2=2 _‘—1 2‘=_ ) _‘—1 1‘=2
B4 2o-1 4 ?o-1 03
) _‘1 2=3 ) =‘—1 2‘=7 ) =‘—1 1‘=_2
L 32 3 1 33 3 -1
-7 -13 8
cofatorfA]=| 2 -2 2
37 =2
-7 2 3
[cofator[A]]T= -13 -2 7
8§ 2 =2
-7 2 3
Al=tloi3 Z2 7
10
8 2 =2
-07 02 03
A7l =[-13 -02 07

08 02 =02
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