Analise de Algoritmos I

Candida N. Silva e Ricardo Dahab

Exemplos:

Slide 1 bits (ou bytes) dos inteiros.

e Vamos expressar complexidade através de fungbes em varidveis
que descrevam o tamanho de instancias do problema.

— Problemas de aritmética de precisao arbitraria: nimero de

— Problemas em grafos: nimero de vértices e/ou arestas
Problemas de ordenagao de vetores: tamanho do vetor.
— Busca em textos: nimero de caracteres do texto ou padrao

de busca.

e Vamos supor que fungoes que expressam complexidade sao
sempre positivas, ja que estamos medindo niimero de operagoes.

Notacao Assintdtica

e Vamos comparar funcoes assintoticamente, ou seja, para
valores grandes, desprezando constantes multiplicativas e
termos de menor ordem.

Comparacao de Fungoes

Slide 2 n = 100 n = 1000 n=10*| n=10°% | n=10°
logn 2 3 4 6 9
n 100 1000 104 106 10°
nlogn 200 3000 4-10* | 6-10° | 9-10°
n? 104 108 108 1012 108
100n2 4+ 15n || 1,0015-10% | 1,00015-10% | ~ 10 | ~10™ | ~ 10%°
on ~1,26-10% | ~ 1,07 103 ? ? ?
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Na maioria dos casos praticos, quando queremos resolver um problema computacional-
mente, queremos ser capazes de resolver instancias muito grandes do problema. Por isso,
estaremos interessados em comparar as fungoes de complexidade assintoticamente, quando
as variaveis das fungoes comparadas tendem a +infinito.

Quando comparamos assintoticamente duas fung¢ées, podemos desprezar as constantes
multiplicativas das varidveis e termos de menor grau das funcoes, pois estes nao alteram
a ordem de grandeza do crescimento das fungoes. E exatamente para comparar ordens de
grandeza das funcoes que utitizamos as classes O, €2, ©, 0 e w.

Classe O
Definicao:
O(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas ¢ e ng tais que
0 < f(n) < cg(n), para todo n > ng}.

Slide 3 Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n) cresce

no maximo tao rapidamente quanto g(n).

Exemplo: in? —3n € O(n?)

Valores de ¢ e ng que satisfazem a definicao sao

c:ien():?.

Quando f(n) € O(g(n)), dizemos que g(n) déd um limite superior para o crescimento de
f(n), ou seja, assintoticamente, f(n) nao cresce mais que g(n).

Exemplo: n? —3n € O(n?)
Queremos provar que, para algum par de constantes positivas c e ng, temos

1
0< 5712 —3n < cnz, para todo n > ny.

Dividindo ambos os lados da equacdo por n?, percebemos que queremos encontrar c e
ng tais que

0<

S|w

< ¢, para todo n > ng.

N | =

Como a funcao % — % nunca é maior que % e é positiva para n > 7, entdo ¢ = % eng=1"17
certificam que %nQ —3n € O(n?). Note que esse nao é o tnico par de constantes que garante

a pertinéncia de $n? — 3n a O(n?); existem infinitos pares.
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Classe (2
Definicao:
Q(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas ¢ e ng tais que
0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng}.

Slide 4 Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n) cresce
no minimo tao lentamente quanto g(n).

Exemplo: $n? — 3n € Q(n?)

Valores de ¢ e ng que satisfazem a definicao sao

c=ﬂcn0:7.

Quando f(n) € Q(g(n)), dizemos que g(n) d4 um limite inferior para o crescimento de
f(n), ou seja, assintoticamente, f(n) ndo cresce menos que g(n).

Exemplo: in? — 3n € Q(n?)
Queremos provar que, para algum par de constantes positivas ¢ e ng, temos

0<en?<Zn?-— 3n, para todo n > ng.

DN =

Dividindo ambos os lados da equacao por n?, percebemos que queremos encontrar c e
ng tais que

1 3
0<c< - ——, para todo n > ng.
2 n
Note que, para n < 6, temos % — % < 0. Como ¢ deve ser uma constante positiva,
teremos ng > 7. Mas % — 3 <0 cresce monotonicamente paran > 7, entao ¢ = % — % = ﬁ

e ng = 7 certificam que $n? — 3n € Q(n?).
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Classe ©
Definigao:
O(g(n)) ={f(n) : existem constantes positivas c1, c2 e ng
tais que 0 < c19(n) < f(n) < cag(n),
para todo n > ng}.

Slide 5
Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n) cresce

tao rapidamente quanto g(n).

Exemplo: $n? — 3n € O(n?)

Valores de c1, co e ng que satisfazem a definicao sao
1

1
— 02:§en0:7.

Comparando as defini¢oes apresentadas anteriormente das fungdes f(n) que compodem as
classes O(g(n)) e Q(g(n)) com a defini¢ao das funges f(n) que compodem as classes ©(g(n)),
verificamos que f(n) € O(g(n)) se, e somente se, f(n) € O(g(n)) NQ(g(n)).

Exemplo: in? —3n € ©(n?)

Ja provamos anteriormente que 1n* —3n € O(n?) e 1n? —3n € Q(n?), logo 1n* —3n €
O(n?).

No entanto, quais seriam as constantes positivas c1, co € ng que garantem que %nQ —3n €
e(n?)?

A resposta é simples: Os valores de ¢ e ¢a sf0, respectivamente, os mesmos que garan-
tiram que a funcdo estava em Q(n?) e O(n?), ou seja ¢; = ﬁ ecy = %; o valor de ng deve
ser maior entre os dois valores de ng utilizados na demonstragao de pertinéncia a O(n?) e
Q(n?), ou seja ng = max{7,7} = 7.
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Classe o
Definicao:
o(g(n)) = {f(n): para toda constante positiva ¢, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € o(g(n)), entdao f(n) cresce
mais lentamente que g(n).

Exemplo: 1000n2 € o(n3)

Para todo valor de ¢, um ngy que satisfaz a definigao é

"1000-‘
ng = + 1.

c

A relagao f(n) € o(g(n)) denota que a funcéo g(n) d4 um limite superior assintético para
o crescimento de f(n), mas esse limite ndo é justo. Em outras palavras, se f(n) € o(g(n)),
entdo certamente f(n) € O(g(n)). Mas, se f(n) € O(g(n)), entdo ou f(n) € o(g(n)) e
g(n) ndo é um limitante superior justo para f(n), ou f(n) € O(g(n)) e g(n) é um limitante
superior justo para f(n).

Exemplo: 1000n? € o(n?)
Queremos provar que, para toda constante positiva ¢, existe uma constante ng > 0, tal
que
0 < 1000n? < cn®, para todo n > ng.

Dividindo ambos os lados da equacio por n2, percebemos que queremos encontrar valor
de n (ng) a partir do qual a inequagéo

1000
0<—<e (1)
n
Como % é uma funcgao positiva, decrescente e se iguala a ¢ quando n = Lpoo’ basta
tomarmos

[1000—‘
nog = + 1)
C

para que a inequagcao (1) se verifique sempre que n > ng.
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Classe w
Definicao:
w(g(n)) ={f(n): para toda constante positiva ¢, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < cg(n) < f(n),

para todo n > ng.}

Slide 7 Informalmente, dizemos que, se f(n) € w(g(n)), entao f(n) cresce

mais rapidamente que g(n).

Exemplo: 55517 € w(n)

Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definigao é

"1000-‘
ng = + 1.

c

A relagdo f(n) € w(g(n)) denota que a funcdo g(n) dd um limite inferior assintético para
o crescimento de f(n), mas esse limite ndo é justo. Em outras palavras, se f(n) € w(g(n)),
entao certamente f(n) € Q(g(n)). Mas, se f(n) € Q(g(n)), entdo ou f(n) € w(g(n)) e g(n)
nao ¢ um limitante inferior justo para f(n), ou f(n) € ©(g(n)) e g(n) é um limitante inferior
justo para f(n).

Exemplo: 55n% € w(n)

Queremos provar que, para toda constante positiva ¢, existe uma constante ng > 0, tal
que
Ln2 para todo n > ng.
1000’ -

Dividindo ambos os lados da equacdo por n?, percebemos que queremos encontrar o
valor de n (ng) a partir do qual a inequagao

0<en<

n
0<e< —. 2
- 1000 )
Como 15455 € uma funcio positiva, crescente e se iguala a ¢ quando n = {755, basta
tomarmos
1000
no = + 17
c

para que a inequacao (2) se verifique sempre que n > ng.
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Definicao equivalente

A
f(n) € o(g(n)) se nlgréo o) 0.

f(n) € O(g(n)) se lim Q) < 00.

Slide 8 nemgmz()
f(n) € ©(g(n)) se 0 < nh_)n;(j TZ) < 0.
f(n) € Q(g(n)) se nILH;O g((g > 0.
T
Fn) € wlglo) se fim T~

O primeiro conjunto de definigdes (usando constantes) e o segundo (usando limites) sao
equivalentes. Existem situagoes em que é mais ficil utilizar um e outras em que é mais facil
utilizar o outro.
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Propriedades das Classes

Transitividade:
| Se 7(n) € O(g(n)) ¢ g(n) € O(h(n)), entiio f(n) € O(h(n))
Slide 91 g0 r(n) € Q(g(n)) e g(n) € QA(n)), entio f(n) € Qh(n))
Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n))

Se £(n) € olg(n)) ¢ g(n) € o(h(n)), entio f(n) € o(h(n))

Se f(n) € w(g(n) e g(n) € w(h(n)), entio f(n) € w(h(n))

Vamos provar que a transitividade vale na classe O. Se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)),
entao existem constantes positivas ¢y, co, n1, ne tais que

0 < f(n) < ci1g(n), para todo n > nq,

0 < g(n) < ch(n), para todo n > ns.
Concluimos entao que
0 < f(n) < cieah(n), para todo n > max{ni,ns}.

Portanto, as constantes positivas ¢ = cico € ng = maX{nhng} certificam que f(n) S
O(h(n)).

A demonstragdo da validade da transitividade para as classes 2 e © é andloga. Mas, e
para as classes o e w, como seria a demonstragao?
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Propriedades das Classes
Reflexividade:
f(n) € O(f(n)).
f(n) € Q(f(n)).
Slide 10 f(n) € ©(f(n)).

Simetria:

f(n) € ©(g(n)) se, e somente se, g(n) € O(f(n)).
Simetria Transposta:

£(n) € O(g(n)) se, e somente se, g(n) € Qf(n)).
F(n) € o(g(n) se, e somente se, g(n) € w(f(n)).

A propriedade de reflexividade vale trivialmente para as classes O, 2 e © e nao vale
trivialmente para as classes o e w. Por qué?

Vamos provar que a simetria vale na classe ©. Se f(n) € O(g(n)) entdo existem cons-
tantes positivas ci, ca € ng tais que

0 < c19(n) < f(n), para todo n > ny, (3)

0 < f(n) < cag(n), para todo n > ny, (4)
Dividindo as inequagdes (3) e (4) por ¢; e cs, respectivamente, temos que:

1
0 < g(n) < —f(n), para todo n > ng,
1

1
0 < —f(n) < g(n), para todo n > nyg.
co

Portanto, as constantes positivas ¢, = é,

Esse mesmo argumento prova a reciproca.
A demonstragio da validade da simetria transposta para os pares de classes (O, ) e (o,
w) é andloga. Pense nos detalhes!

¢} = L+ e ng certificam que g(n) € O(f(n)).

Cc1
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A

e logn
Slide 11

on
e nlogn
[ ] TLQ

100n2 + 15n

e 27

Exemplos

Quais as relagoes de comparagao assintética das fungoes:
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