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Provas por Inducao*

1 Introducao

A técnica de demonstragoes por indugao tem especial interesse em computagao
pois possui a caracteristica de ser construtiva, evidenciando os passos necessarios
para se obter o objeto tese do teorema. Além de 1til para se provarem teore-
mas, o principio da inducao finita também pode ser utilizado para formular
procedimentos recursivos e indutivos. A partir destes, podem-se deduzir mais
facilmente algoritmos cujas provas de corretude sdo essencialmente as provas por
indugao que lhes deram origem. Em oposicao a caracteristica construtiva desta
técnica, hd métodos de demonstragdes existenciais (que sdo nao-construtivas)
fruto do trabalho de axiomatizacao de Hilbert que tanto contribuiu para enri-
quecer o rigor da matematica no final do século XIX, embora isso tenha se dado
ao custo da construtividade que herdamos de Euclides.

Para melhor compreender a prova por indugao pode ser utilizada a metafora
do dominé: para derrubar todas as pegas de uma seqiiéncia de pedras de domind
enfileiradas basta se verificar que

1. é possivel se aplicar forga suficiente para derrubar a primeira pega (base
da indugao);

2. assumindo-se que uma dada pega P qualquer caird (hipétese da indugéo);
3. a distancia entre a peca P e sua consecutiva é menor que a altura de P.

A Figura 1 traz a ilustracdo desta metdfora. Uma definigdo mais formal:[2]

Principio da inducao finita 1 (Fraca)

Sejam P, afirmacdes que podem ser verdadeiras ou falsas associadas a cada
inteiro positivo n > k. Se “Py € verdadeiro”, e para cada inteiro positivo j
maior ou igual a k, “se P; é verdadeiro, entdo Pji1 também o €7, entao “P, €
verdadeiro” para todos inteiros n > k.

Formalmente, das duas afirmagoes:

Py, é verdadeiro para algum k > 1 (1.1)
se P; é verdadeiro, entdo Pj 1 é verdadeiro, j > k (1.2)

deriva-se:
P, é verdadeiro, para todo n > k (1.3)

*Escriba: Joao Porto de Albuquerque Pereira.
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Figura 1: Principio da Inducao Fraca

A afirmacao (1.1) é denominada base; a afirmagao (1.2), passo indutivo; e a
afirmacgao “P; é verdadeiro”, é denominada hipdtese de indugdo.

Esta formulagao é denominada principio da indugdo (finita) fraca, porque
apenas P; é assumido como verdadeiro para se provar a veracidade de P;1.

Principio da inducgao finita 2 (Forte)

Em alguns problemas, contudo, para se provar que Pji1 € verdadeiro, podemos

ter que assumir a veracidade de todos P;, para k <1i < j. FEsta forma estendida

€ denominada principio da indugao forte, e sua formulacao € a que se seque.
Sejam P,, afirmagoes que podem ser verdadeiras ou falsas associadas a cada

inteiro positivo n > k. Se “Py € verdadeiro”, e para cada inteiro positivo j

maior ou igual a k, “se Py, Ppy1,...,P; sao verdadeiros, entao P;11 também o

”

é”, entao “P,, € verdadeiro” para todos inteiros n > k.
Das afirmacoes:

Py € verdadeiro para algum k > 1

se Py, Pyy1,..., Pj € verdadeiro, entdo Pj1, é verdadeiro, j > k

deriva-se:
P, € verdadeiro, para todo n > k.

Voltando a metafora do domind, o principio da inducao forte estd ilustrado
na Figura 2.
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Figura 2: Principio da Indugao Forte

Observagao: O leitor atento pode estar se perguntando porque uma das for-
mas do principio da inducdo € denominada fraca e a outra forte. Qual lhe
parece intuitivamente a técnica mais poderosa? Qual lhe parece a que permiti-
ria demonstrar teoremas mais fortes? Para apaziguar esta curiosidade, diremos
apenas que, apesar da nomenclatura, a inducdo forte mao € mais poderosa do
que que a inducdo fraca, isto €, elas sdo equivalentes. Deixamos ao leitor dvido
o desafio de provar esta equivaléncia; e ao meramente interessado a referéncia

/2].

2 Exemplos

2.1 Exemplo 1

Teorema 3
1+1+1+ +1<1 >1
5t17T3 om para n >

Este teorema 2 poderia ser transformado em uma implicacao légica da seguinte
forma:

2Teorema 2.7 de [1].



1 1 1 1
SeS =g+ g+t o

Prova: (por indugdo simples em n)

entao S < 1 paran > 1

1
Base: paran =1, temos 5 <1

Hipétese: Assumimos que % + i + % 4o+ A<

on
Passo:?
Considere: L1 1 ) )
e e T T T 2.1.1
2+4+8+ +2n+2n+1 ( )

Se tomarmos os n tltimos elementos da equagao (2.1.1) e colocarmos 1 em

evidéncia temos:
1/1 1 1 1
|l z+-+=+--+

2\2 "4 "8 on
E, comparando esta expressao com a hipétese de inducao temos:
1/1 1 1 1 1
“l=4+=+=++= - 2.1.2
2<2+4+8+ +2")<2 ( )

Agora, se somamos % aos dois lados da equagao (2.1.2) teremos:

1—|-1 1+1+1+ —I—l <1
2 2\2 4 8 2n

Que ¢ equivalente & equagao (2.1.1). CcQD

2.2 Exemplo 2

Teorema 4 FE possivel colorir as regioes formadas por qualquer nimero de retas
no plano com apenas duas cores (Figura 3).*

Prova: (por indugdo simples no nimero n de retas)
Base: se hd n = 1 retas, temos apenas duas regides. (trivial)
Hipdtese: Assumimos que o teorema é verdadeiro para n retas.

Passo: Seja® R um conjunto de n + 1 retas: {ry, 72, -, "n, i1 }-

Pela hip6tese de indugao, as regides formadas pelas retas do conjunto R\
{rn+1} podem ser coloridas com duas cores.

Considere agora as regioes formadas por todas as retas de R. Para mostrar
que estas regides admitem uma 2-coloragao, vamos modificar a coloragao dada

3Nem sempre se utiliza o tltimo termo como (n + 1)-ésimo elemento para o passo.

4Teorema 2.6 de [1].

5% importante que a situagdo a ser resolvida no passo da indugdo seja completamente
genérica. Por isso, ndo devemos partir do caso tratado pela hipétese para a partir deste caso
menor, tentar construir um caso genérico maior — isso pode nem sempre ser possivel. Isto é,
h4 casos em que podemos sé conseguir construir instancias particulares (especiais) de tamanho
n + 1 a partir de uma de tamanho n. Por isso, iniciamos o passo com uma situagdo genérica
de tamanho n + 1, procurando isolar nela a que é prevista na hipétese de inducao.



Figura 3: Teorema 4

pela hipdtese de inducao da seguinte forma. Divida as regides em dois grupos,
digamos D e E, de acordo com o lado da (n + 1)-ésima reta em que estao.
Mantenha a coloragao das regioes de D como estava e inverta as cores de todas
as regioes de F.

Basta agora provar que esta é uma forma vélida de colorir as regioes. Con-
sidere duas regioes vizinhas Ry e Ry. Se ambas estdo em D ou ambas em F,
a hipotese de indugao garante a validade da coloracao. Se Ry € D e Ry € E
(o caso simétrico é similar), entdo a aresta que as separa é um segmento de
Tnt+1 € portanto elas pertenciam a uma mesma regiao na subdivisao gerada por
R\ {rp+1} e tinham a mesma cor. Como a cor de Ry foi invertida, elas tém
agora cores diferentes. cQD

2.3 Exemplo 3

Teorema 5 P(n) = Consigo calcular o n-ésimo nimero da seqiiéncia de Fibo-
nacci (F(n)) para n € N.

Prova: (por indugdao forte em n)
Base: F(0)=1e F(1) =1.
Hipétese: Assumimos que P(k) é verdade para k < n — 16.

Passo: Queremos mostrar P(n), n > 2. Da definigdo de seqiiéncia de
Fibonacci sabemos que:

F(n)=F(n—-1)+ F(n—2)

SEste exemplo é um caso intermedidrio entre inducdo forte e fraca, pois na verdade a
hipétese de indugao apdia-se em apenas dois elementos anteriores, e poderia ser formulada
como: P(k) é verdade paran —1len —2.



Como, por hipétese de indugao, podemos calcular F'(n—1) e F'(n—2), podemos
assim calcular também F(n). cQD

2.4 Exemplo 4

Considere o seguinte teorema obviamente falso:
Teorema 6 Dado um conjunto R de n retas, todas sdo paralelas.

Prova: (por indugdo simples em n)
Base: Para n =1 o teorema é verdade (trivial).

Hipétese: Assumimos que dado um conjunto de n — 1 retas, todas sao
paralelas.

Passo: Seja R um conjunto de n retas. Retiramos deste conjunto a reta a.
Para o conjunto remanescente (R \ {a}), por hipétese de indugéo, o teorema é
verdade, ou seja, todas as retas nele sao paralelas. Recoloquemos agora a reta
a em R e retiremos uma outra reta b. Podemos igualmente aplicar a hipotese
de inducdo ao conjunto resultante (R \ {b}), e todas as retas dele sdo também
paralelas.

Considere agora uma outra reta ¢ € R. Como ¢,b € (R \ {a}), deduzimos
que ¢ e b sdo paralelas. Analogamente, como ¢,a € (R \ {b}), deduzimos que ¢
e a sao paralelas. Mas, por transitividade, temos que a || ¢ e ¢ || b implicam que
a || b, e sendo assim todas as retas em R sdo paralelas. “CQD”

Mas o que héa de errado com esta prova? Sabemos que o teorema é falso,
portanto, algo estd errado. Seria a técnica utilizada no passo indutivo? Na
verdade nao. O problema da prova anterior estd numa descontinuidade dos
casos cobertos pela base e pelo passo, pois provamos no passo casos de pelo
menos trés retas, porém a base cobre apenas o caso com uma unica reta. Nao
é possivel incorporar o caso com n = 2 retas nem ao passo nem a base, pois, é
claro, este caso ¢ falso! Fica com este exemplo, a observagao de que numa prova
por indugao o passo deve sempre ser provado verdadeiro a partir do ponto em
que a base estabeleceu.

2.5 Exemplo 5

Teorema 7 (Teorema de Euler) O nidmero de vértices V, arestas E e faces
F de um mapa planar conexo” (Figura 4 arbitrdrio satisfazem a equacg@o:

V+F=FE+2

Este teorema® é bastante ilustrativo, pois possui trés pardmetros possiveis para
indugao. Para escolher o parametro que utilizaremos na prova por indugao

"Dois vértices sdo denominados conectados se é possivel ir de um vértice ao outro através
de arestas do mapa. Um mapa é denominado conexo se cada par de vértices que contém estd
conectado.

8Teorema 2.8 de [1].



Figura 4: Um exemplo de Mapa Planar Conexo

devemos pensar primeiramente no passo indutivo, considerando as dificuldades
para formulé-lo.

Para esta prova, poderiamos, por exemplo, escolher o nimero de vértices
(V') como parametro de indugdo; neste caso terfamos que retirar um vértice de
um mapa de n vértices, preservando, entretanto, a conexidade do mapa, para
satisfazer o enunciado do teorema. Embora talvez seja possivel, a prova ficaria
demasiado complexa. Se pensarmos em uma indugao no numero de arestas
constatamos o mesmo problema. Desta forma, o parametro que torna a prova
mais simples é o niimero de faces.

Para reduzir o numero de faces do mapa, retiramos uma de suas arestas. A
conexidade fica garantida porque sempre iremos eliminar uma face limitada, em
que ha um ciclo. Fica assim claro que ao eliminar a aresta continua havendo
caminho entre os vértices aos quais ela estava ligada.

Para provar o teorema de Euler, provamos primeiro um Lema e um teorema
auxiliar que utilizaremos como base da indugao final.

Lema 1 Um mapa conexo aciclico M’ possui pelo menos um vértice de grau’
1.

Prova: Para provar o lema utilizamos o seguinte método: escolha um vértice
arbitrario de M’; se este vértice possui grau 1 o lema j4 estd provado. Se
nao, ande na fronteira do mapa, ou seja, escolha outro vértice, que esteja co-
nectado por uma aresta ao vértice anterior. Se, repetindo este procedimento,
chegdssemos a um vértice ja visitado, o mapa conteria um ciclo, o que contradiz
uma de nossas hipdteses. Desta forma, a repeticao levard inexoravelmente a um
vértice de grau 1, ja que estamos lidando apenas com mapas finitos. CQD

Teorema 8 (Teorema Base) Seja um mapa de uma face (F = 1)1°. Entdo
V4+1=FE+2.

9Define-se grau de um vértice como o niimero de arestas incidentes a ele.
10Como sabemos, todo mapa possui uma face ilimitada, se F' = 1, ent&o esta face é ilimitada,
logo o mapa nao tem ciclos.



Prova: (por indugdo simples em V')

Base: Para V = 1. Como, pelo enunciado, F = 1, o mapa nao possui
arestas (E = 0). Logo a expressdo V + 1 = E + 2 vale.

Hipdtese: Dado mapa planar conexo com F=1eV =n,entdao V +1 =
E+2.

Passo: Seja M’ um mapa planar conexo com F/ = 1e V' =n+ 1. Pelo

Lema 1, M’ tem (pelo menos) um vértice v de grau 1. Fagamos M = M’ \ v.
Em M, temos:

E=FE -1 (2.5.1)
V=V -1

€
F=F =1 (2.5.3)

Mas, por hipétese de indugao, V 4+ F = E + 2; substituindo nesta expressao
(2.5.1), (2.5.2) e (2.5.3), temos:

VI+F =FE +2
CcQD

Passemos agora finalmente a prova do Teorema 7.
Prova (Teorema de Euler): (por inducao simples em F')

Base: para F =1, aplica-se o Teorema Base 8.

Hipd6tese: Assumimos que num mapa planar conexo M, com n faces (F =
n) temos: V 4+ F =FE + 2.

Passo: Seja M’ um mapa planar conexo com F' =n+1 > 2. Como M’
tem pelo menos duas faces, M’ tem uma face limitada f''. No conjunto de
arestas da face f existe um ciclo (pois é limitada). Seja e uma aresta de f que

faca parte de um ciclo na froteira de f.
Seja M = M’ \ e. Em M2, temos:

F=F -1 (2.5.4)
E=FE -1 (2.5.5)
V=V (2.5.6)

Mas, por hipétese de indugao, V + F' = E + 2; substituindo nesta expressao
(2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6), temos:

V' +F =F +2
CcQD
A prova deste teorema é chamada por alguns autores de inducao dupla,
porém como nao sao usados dois parametros simultaneamente na indugao, pre-

ferimos dizer que foram aqui empregadas duas indugoes: uma para o teorema
de Euler e outra para demonstrar sua base.

HVer nota 8.
12Como a aresta e faz parte de ciclo, o mapa M também é conexo.



2.6 Exemplo 6

Para o exemplo que se segue, primeiro formularemos algumas definigoes.
Grafo: Um grafo é um par G = (V, E) onde V um conjunto finito e E C
V x V. V é denominado conjunto de vértices e E' conjunto de arestas de G.
Conjunto independente: Um subconjunto I de V' é chamado um conjunto
independente de vértices de G se nenhum par de vértices de I estd ligado por
uma aresta de G.
Vizinhanga de um vértice: Denominamos de vizinhan¢a de wm vértice
v € V ao conjunto

N@w)={viu{weV: (v,w) e E}.

Um vértice v é alcangavel a partir de um vértice v’, se existe um caminho
dirigido de v até v’.
Agora vamos ao teorema propriamente dito:

Teorema 9 '3 Seja G = (V, E) um grafo dirigido. Entdo, existe um conjunto
independente S(G) em G tal que cada vértice de G € alcangdvel a partir de
algum vértice de S(G) por um caminho de comprimento menor ou igual a dois.

Prova: (por indugdo forte em n =|V])

Base: n =1 (trivial).

Hipétese: Assumimos que se G’ = (V, E) é um grafo dirigido com |V| <
n— 1 vértices, entdo existe um conjunto independente S(G’) tal que cada v € V
é alcancavel a partir de algum vértice de S(G’) por um caminho de comprimento
no maximo dois.

Passo: Seja G = (V, E) um grafo dirigido com n = |V| > 2. Tome um
vértice arbitrario v de G e seja H = G\ N(v). Por hipétese de indugao, existe
um conjunto independente S(H) em H tal que todo vértice de H é alcangdvel a
partir de algum vértice de S(H) por um caminho de comprimento no maximo
dois.

Observe que S(H) é conjunto independente também em G. Desta forma,
temos dois casos:

1. Se existe w € S(H) tal que (w,v) € E, basta tomar S(G) := S(H).
Exercicio: Justifique.

2. Se néo existe w € S(H) tal que (w,v) € E, tome S(G) := S(H) U {v}.
Exercicio: complete a prova mostrando que, neste caso, S(G) é um con-
junto independente em G e que cada vértice de G é alcancavel a partir de
um vértice de S(G) por caminho de comprimento no méximo dois.

CcQD

3 Teorema 2.9 de [1]



2.7 Exemplo 7

Faremos duas defini¢coes e demonstraremos um lema auxiliar antes da apre-
sentagao do teorema.

Caminhos aresta-disjuntos: dois caminhos em um grafo que nao possuem
aresta em comum sao chamados caminhos aresta-disjuntos.

Componente conexa: cada subgrafo de um grafo G que seja maximal
relativamente & propriedade de conexidade é chamado de componente conexa de

G.

Lema 2 Dado um grafo nao orientado, o nimero de seus vértices que tém grau
impar € par.

Exercicio: Demonstre o lema acima por indugao. Sugestao: use inducao no
nimero de arestas.

Prova: (Direta) Seja G = (V, E) o grafo dado. Considere os conjuntos I =
{veV:g(v) éimpar} e P=1V\I. Entao:

20E[=) g) =Y gw)+> gv)

veV veP vel

Logo:

2B - 3 g(v) = 3 g(w) (27.1)

veEP vel

Analisando (2.7.1), vemos que os dois termos do lado esquerdo da equagao
sao pares, o que implica que o somatorio a direita também deve ser par. Como
sabemos que os g(v)’s internos deste somatdrio sao impares, o nimero de suas
parcelas deve ser par. Portanto, o nimero de vértices de graus impares, |I|, é
par. CcQD

Passemos ao teorema principal.

Teorema 10 Seja G = (V, E) um grafo conexo nao orientado e seja I o con-

junto de vértices de grau impar de G. Entdo é possivel dividir I em pares e

construir caminhos aresta-disjuntos entre os vértices destes pares'*.

Prova: (por indugao forte em m = |E|)
Base: m =0 e m =1 sao trivialmente verdadeiros.

Hipdtese: Assumimos que o teorema é verdadeiro para grafos com até m—1
arestas.

Passo: Seja G = (V, E) um grafo com m = |E| arestas, e seja I o conjunto
dos vértices de grau impar. Temos os seguintes casos:

1. Se I =), o teorema é trivialmente verdade (por vacuidade).

4 Teorema 2.12 de [1].
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2. Caso contrario: Sejam a,b € I, pela conexidade de GG, existe um caminho
P deaatéh Seja G = (V,E'Yemque V =V, EE=E\CeCéo
conjunto de arestas de P. Como |C| > 1, |E'| < |E]

Desejariamos agora aplicar a hipdtese de indugao, porém, isto nao é possivel
pois o grafo pode nao mais ser conexo, condi¢ao necessaria da hipdtese. Em-
pregaremos, entao, uma técnica conhecida como fortalecimento da hipdtese de
induc¢do, que consiste em retirar do enunciado do teorema uma de suas hipdteses,
transformando-o em um teorema, portanto, mas forte.1®

Neste exemplo, retiraremos do enunciado do teorema a exigéncia de conexi-
dade. O passo reformulado sera:

Passo’: Seja G = (V, E) um grafo com m = |E| arestas, e seja I o conjunto
dos vértices de grau impar. Temos os seguintes casos:

1. Se I =), o teorema é trivialmente verdade (por vacuidade).

2. Caso contrario: Tome a,b € I em uma mesma componente conexa de G*°.
Pela conexidade da componente que os contém, existe um caminho P de
a até b. Seja G' = (V/,E')onde V' =V, E' = E\ C e C é o conjunto
de arestas de P. Como |C| > 1, entao |E’| < |E|. Logo, por hipdtese
de inducado, o teorema vale para G’. Como retiramos as arestas de P, os
caminhos aresta-disjuntos de G’ sdo aresta-disjuntos com P, logo, todos
os caminhos de G s@o aresta-disjuntos. CcQD

2.8 Exemplo 8

Este exemplo introduzirda o Principio da Indug¢do Reversa, com a prova de um
teorema que relaciona a média aritmética com a média geométrical”, atribuida
a Cauchy. Para melhor entender este principio podemos recorrer novamente a
metafora do domind, ilustrado na Figura 5.

Principio da inducgao finita 11 (Reversa)

Sejam P, afirmacoes que podem ser verdadeiras ou falsas associadas a cada

inteiro positivo n > k. Se “Py, é verdadeiro para uma seqiéncia crescente

(41,02,03,...) CN”, e para cada inteiro positivo j maior que {1, “se P; € ver-

dadeiro, entdo P;_1 também o é7, entdo “P, € verdadeiro” para todo n > {;.
Formalmente, das duas afirmagoes:

P, é verdadeiro para uma seqiiéncia crescente ({1, 42, 0s,...) CN (1.1)
se P; é verdadeiro, entdao P;_; é verdadeiro, j > {; (1.2)

deriva-se:
P, é verdadeiro, para todo n > { (1.3)

15Esquematicamente, esta técnica consiste em transformar um teorema da forma: A e B e
C = D e E na expressao: A e B= D e E que é mais forte que a anterior, pois chegamos a
mesma conclusao fazendo menos hipéteses.

16 A existéncia de tais vértices numa mesma componente coneza é conseqiiéncia da aplicacdo
do lema 2.

1"Teorema 2.13 de [1].
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Néo é possivel derrubar todos os dominds a partir da queda do primeiro!

S S [

1 2 3 4 5 6 7 8 9 n n+l

Mas, quais deles seria possivel derrubar se tivéssemos estas conexdes?

1 2 3 4
E se tivéssemos também estas outras conexdes?
@ e
\; ) D) ’—‘ )
1 2 3 4

Quais cairiam se derrubassemos o primeiro?

rrrrrrrrr rr

Figura 5: Principio da Inducao Reversa

Teorema 12 Se x1, 9, -+, x, sGo nimeros positivos, entao:

+xo+-
($1'$2'...-$n)%§x1 2 In

n

Prova: (por indugdo reversa em n)

Base: Queremos mostrar que o teorema ¢é verdadeiro para uma seqiiéncia
infinita (crescente) de valores de n. Usaremos poténcias 2F.

Prova (da base): (por indugdo simples em k)

Base:
I + X2

1
(1 -22)% < 5

Exercicio: prove esta afirmacao.
Hipétese: O teorema vale para n = 2%.

Passo: Queremos demonstrar que o teorema vale para 2°+1, k > 2:

1 L 1
(xl “Tg ...t Ton)n = (331 ~$2-...-mn)2" -(mn+1~xn+2-...~x2n)2n

1 1
= \/(331 Xy X)) (Tpg1 T e Top) "

12



1
n

3=

Fazendo y3 = (21 22 ... Zp)™ € Yo = (Tpt1 - Tng2 ...  Top)™ € empre-
gando a base (n = 2), temos:
L _ ity
(Y192)? < 5
Mas, aplicando agora a hipétese de inducao para n temos:
v+ Yo _ 3:1+x2—7:...+3:n + In+1+InJ;lz+~-+12n
2 - 2
De onde podemos derivar o caso 2n, que é 28t1 pois:
Y1+ Y2 < +xo+ ...+ 2y + Tyl F Tpso+ ..+ 2oy,
2 - 2n
CcQD

Voltamos agora a demonstragao do Teorema 12.
Hipdtese: Assumimos que o teorema vale para n > 2.

Passo: Queremos mostrar que o teorema vale para n — 1, isto é, que:

1 1 +To+ ...+ Tp1
(1’1'%2'...‘1}1_1)"71 < .

n—1

Mas, sabemos por hip6tese de indugao que, para qualquer z > 0:

L (r14+220+ ...+ Tp_1)+2

(x1 -2 Xy - 2)™ < - (2.8.1)
Entao, em particular, podemos escolher z como:
PO e e e s (2.8.2)

n—1
Substituindo a expressao 2.8.2 no lado direito da inequagdo 2.8.1 temos:

1 -1
(xl-xg-...-xn,l-z)'igw:z (2.8.3)
n

Elevando-se a poténcia n ambos os lados da inequacao 2.8.3, temos:
(x1 29 Xy - 2) <27

(x1~x2-...-xn,1)n%1§z

Substituindo agora z pelo seu valor em 2.8.2; temos:

1 I1—|—1‘2++SC —1
(1‘1'1‘2'...~In_1)"—1 < 1 n

CcQD
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Veja sé: as
vezes se aplica
a base no passo!



Observagao: Convém ressaltar que nao se devem confundir os passos de
indugdes reversas (P(n) = P(n — 1)) com os de indugoes diretas (P(n) =
P(n 4+ 1)), e, nem tao pouco, se deve esquecer que a base de uma indugio
(infinita) reversa precisa ser uma seqiiéncia crescente e nao apenas um caso
inicial.

Por outro lado, note que, se na indugao reversa, se demonstra na base apenas
um caso inicial (isolado), digamos ng, a demonstracao estabelece a veracidade
da afirmac@o em questao apenas para n < ng (e nao para uma familia infinita
de valores de n), tornando assim uma indugao (finita) reversa. Veja um exemplo
no pardgrafo 7.12.2 de [1].
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