CAPÍTULO 4 - TRANSFORMAÇÕES BIDIMENSIONAIS 

Traduzido do Livro “Principle of Interactive Computer Graphics” – Newman W.M.,  Sproull R.F. – Mc Graw Hill
Princípios das Transformações


Um sistema gráfico deveria permitir ao programador definir figuras que incluem um certo número de transformações. Por exemplo, ele deveria estar apto a ampliar a figura de tal forma que seus detalhes apareçam de forma mais clara, ou reduzí-la para que a mesma possa ser vista em toda sua amplitude. Deveria também estar apto a aplicar transformações a símbolos. Quando trabalhamos com posicionamento de símbolos, fazemos isto aplicando uma translação à informações do símbolo. Além disso, é também bastante útil podermos mudar a escala de um símbolo e rodá-lo de um determinado ângulo em função de um eixo.


Dois aspectos da formulação das transformações devem ser enfatizados:

1. Uma transformação é uma entidade matemática única e, como tal, pode ser denotada por um único nome ou símbolo;

2. Duas transformações podem ser combinadas, ou concatenadas, para a obtenção de uma única transformação que tenha os mesmos efeitos obtidos pela aplicação sequencial das duas originais. Assim, a transformação A poderia ser uma translação e a transformação B uma mudança de escala. A propriedade de concatenação nos permite determinar uma transformação C=AB, cujo efeito é transladar e então escalar o objeto.


Os princípios de denotação e concatenação irão pertencer a todas as transformações descritas neste livro: recorte (clipping), apresentação em janela (windowing) e transformações tri-dimensionais e de perspectiva. Cada uma destas transformações é usada para gerar um novo ponto (x’, y’) a partir das coordenadas de um ponto (x, y) proveniente da descrição da figura original. Se a definição original inclui uma linha, é suficiente aplicar a transformação aos pontos da extremidade e mostrar a linha entre os dois pontos transformados.

Translação


A forma da transformação de translação  é:

x’ = x + Tx
y’ = y + Ty

Como um exemplo, considere um triângulo definido pelos seus três vértices (20, 0), (60, 0), (40, 100) sendo transladado 100 unidades para a direita e 10 unidades para cima (Tx = 100, Ty = 10). Os novos vétices são (120, 10), (160, 10), e (140, 110); o efeito é mostrado na figura 1.




Figura 1 - Translação

Rotação


Para rodar um ponto (x, y) de um ângulo ( em sentido horário, em torno da origem do sistema de coordenadas, devemos escrever:

x’ = x cos ( + y sin (

y’ = -x sin ( + y cos (

O triângulo (20, 0), (60, 0), (40, 100) rotacionado 45( (sentido horário) em torno da origem é (14.14, -14.14), (42.43, -42.43), (98.99, 42.43), e está mostrado na figura 2. Estas equações podem ser usadas somente se a rotação é em torno da origem do sistema de coordenadas.




Figura 2 - Rotação em torno da origem

Mudança de Escala


As transformações de escala

x’ = xS
x
y’ = ySy
podem ser usadas para diversos fins. Se a figura deve ser ampliada para duas vezes o seu tamanho original, nós devemos escolher Sx = Sy = 2. Note que a ampliação é relativa à origem do sistema de coordenadas. O triângulo (20, 0), (60, 0), (40, 100) passa a ser (40, 0), (120, 0), (80, 200), como mostrado na figura 3.




Figura 3 - Mudança de Escala em relação à origem

Se Sx e Sy não são iguais, seu efeito é o de distorcer figuras por alongá-las ou encurtá-las ao longo das direções paralelas aos eixos coordenados. Por exemplo, a figura 4a pode ser distorcida como mostrado nas figuras 4b ou 4c.




Figura 4 - Mudança de Escala independente em x e y

A imagem “espelho” (mirror) de um objeto pode ser gerada pela utilização de valores negativos para Sx e Sy. Imagens “espelho” da figura 5a podem ser geradas como mostrado na figura 5 (b até d).




Figura 5 - Uso da Mudança de Escala para gerar Imagens Espelho

Concatenação


Sequências de transformações podem ser combinadas em uma simples trnsformação pelo processo de concatenação. Estas sequências ocorrem frequentemente em definições de figuras. De fato, é muito difícil querermos aplicar uma transformação simples como rotação em torno da origem ou Mudança de escala relativa à origem. Em geral, precisamos executar transformações mais complexas, como rotações em torno de pontos arbitrários. Rotação em torno de um ponto arbitrário pode ser realizada pela aplicação de uma sequência de três transformações simples: uma translação, seguida de uma rotação, seguida de outra translação.


Sequências de transformações também surgem quando chamadas de sub-rotinas estão aninhadas (nested). Se cada chamada tem uma transformação relativa associada, um item gráfico específico em uma sub-rotina pode sofrer várias transformações antes que possa ser exibido.


A ordem de uma sequência de transformações não deve ser desrespeitada pela concatenação. Considere a seguinte sequência: rodar o triângulo da figura 1 de 90(, então transladá-lo com Tx = -80, Ty = 0. O triângulo resultante é mostrado na figura 6a. Se a ordem de aplicação das duas transformações é trocada, a nova figura será como a mostrada na figura 6b.



 

Figura 6 - Ordem diferente de transformações


O principal objetivo da concatenação é representar uma sequência de transformações como uma única transformação. A sequência acima é

x’ = y

y’ = -x

seguida por

x” = x’ - 80

y” = y’


A concatenação é, simplesmente

x” = y - 80

y” = -x


O uso da concatenação de transformações tem várias vantegens. Podemos representá-la mais compactamente do que uma sequência e também, geralmente, o número de operações aritméticas para computar a transformação concatenada é bem menor que o número necessário para aplicar todas as transformações, uma depois da outra. Porém, as regras para concatenar equações de transformação são bastante complexas. É muito mais simples se usarmos matrizes para definir transformações.

Representação por Matrizes

Transformações bidimensionais podem ser representadas de uma maneira uniforme por matrizes 3 x 3. A transformação de um ponto (x, y) para um novo ponto (x’, y’) por intermédio de qualquer sequência de translações, rotações e mudanças de escala é, então, representada por
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onde a matriz 3 x 3 completamente especifica a transformação. A matriz, uma entidade única, representa a transformação. Quando nós nomeamos esta matriz, ganhamos a possibilidade de denotar toda a transformação por um único nome.


O acréscimo do terceiro elemento (unitário) ao vetor [x y] permite que ele seja transformado por uma matriz 3 x 3. O vetor do ponto e a matriz deverão estar na forma apresentada acima para que possam especificar todas as transformações simples e concatenações de transformações simples com uma única notação.

Formulação matricial das transformações


Os parâmetros da matriz de transformação 3 x 3 podem ser arranjados para fazer a matriz representar as transformações simples de translação, rotação e mudança de escala:

Translação:



Rotação:



Mudança de Escala:




Podemos facilmente verificar que estas formulações são equivalentes às equações vistas anteriormente para as transformações.

Concatenação de transformações matriciais


A formulação matricial faz com que a concatenação das sequências de transformações seja bastante fácil. Considere a seguinte sequência: escalar um ponto com Sx = Sy = 2; então, transladá-lo com Tx = 10, Ty = 0. Temos








O resultado 

 é meramente intermediário; podemos eliminá-lo substituindo a primeira equação na segunda





As duas matrizes 3 x 3 são independentes dos pontos (x, y) que estão sendo transformados e são derivadas somente a partir dos parâmetros (Sx, Sy, Tx, Ty) especificados na sequência de transformação. Podemos, portanto, simplificar a equação, multiplicando as duas matrizes 3 x 3 para obter uma nova matriz 3 x 3





Logo, o produto das duas matrizes de transformação representa a concatenação de tais parâmetros. Independentemente do número de transformações em uma sequência, podemos sempre concatená-las de tal forma que somente uma matriz 3 x 3 represente a sequência inteira.


Transformações complexas podem ser descritas como concatenações de transformações simples. Suponhamos que desejamos derivar uma transformação que irá rodar um ponto de um ângulo ( (sentido horário) em torno do ponto (Rx, Ry). A transformação de rotação pode ser aplicada para rodar pontos somente em torno da origem. Então, primeiro precisamos transladar os pontos de tal forma que (Rx, Ry) se torne a origem




Então a rotação pode ser aplicada




E finalmente, transladamos o ponto de tal forma que a origem retorne para (Rx, Ry):





Estas transformações podem ser concatenadas





Se os valores para Rx, Ry e ( são conhecidos, as três matrizes podem ser multiplicadas para se tornar uma só matriz de transformação.

Eficiência


Quando geramos uma figura para visualizar, precisamos aplicar uma transformação para um grande número de pontos. Esta aplicação deve ser tão eficiente quanto possível. A computação




parece, à primeira vista, necessitar de nove multiplicações e seis adições. Porém, na formulação dada aqui, a terceira coluna da matriz 3 x 3 será sempre




mesmo que a matriz seja o resultado de muitas concatenações. A computação para x’ e y’ portanto se reduz a







que requer menos operações aritméticas (quatro multiplicações e quatro somas) que a multiplicação de todo o vetor. Uma notação matricial para esta computação abreviada é





A matriz de transformação é, agora, uma matriz 3 x 2. Note, porém, que nós não podemos concatenar duas matrizes 3 x 2 pela sua multiplicação; Antes de multiplicá-las, temos que retorná-las ao formato 3 x 3, colocando uma terceira coluna.
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