INTRODUCAOA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

PARTE 2. LOGICA DE PREDICADOS

2.0. ASPECTOS DA LOGICA
2.0.0. Introducéo

A Intdigéncia Artificid (1A) deve ter mecanismos para a representacéo de faos. A
abordagem mais comum para este fim € usar a linguagem da |6gica. Outros formaismos seréo
discutidos depois. A prova de teoremas era um dos primeiros dominios nos quais as técnicas de A
eram exploradas. Va-se usar neste capitulo 0s seguintes simbolos l6gicos padrfes. "® "
(implicacdo), '@ (negagzo), 'U" (disunczo), 'U" (conjuncdo), ™ " (quantificacio universal = "para
todos') e"$" (quantificacio existencid = "exise").

2.0.1. Representando fatos smples através dalogica

Para representar o conhecimento do mundo que um sistema de |A necessita, explora-se 0
uso da l6gica proposiciond. Vai-se representar os fatos do mundo red através das férmulas bem
formadas ("fbf's") ou proposicdes |6gicas, como mostrado abaixo:

Esta chovendo.
CHOVENDO

Esta ensolarado.
ENSOLARADO

Se esta chovendo, entéo ndo esta ensolarado.
CHOVENDO ® @ZENSOLARADO

Se se quiser representar o fato Gbvio de que:
“Socrates € um homem”

Pode-se escrever:
SOCRATESHOMEM

Mas se se quiser representar
“Platéo € um homem”

Seria necessario escrever ago como:
PLATAOHOMEM

que seria uma assercao totamente isolada, ndo sendo possivel concluir sobre similaridades entre
Socrates e Platéo. Seria melhor, portanto, escrever estes fatos como:
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HOMEM(SOCRATES)
HOMEM(PLATAO)

ja que a edtrutura da representacéo reflete a estrutura do conhecimento. Vea a dificuldade em
representar a sentenca
“Todos os homens sfo mortas’

Poder-se-ia representé-la por
MORTALHOMEM

Mas esta forma néo captura o relacionamento existente entre um individuo sendo um homem e um
individuo sendo morta. Para fazé-lo, necessta-se de variavels e quantificacdo, a menos que se
desge escrever comandos separados sobre a mortalidade de todos os homens conhecidos.

Va-se explorar 0 uso da légica de predicados como uma forma de representar
conhecimento. Considere 0 seguinte conjunto de sentencas.

1. Marco eraum homem.

2. Marco era um pompeiano.

3. Todos 0s pompeianos eram romanos.

4. César eraum soberano.

5. Todos os romanos ou eram leais a César ou o odiavam.

6. Todos 20 leais adguém.

7. As pessoas somente tentam nar soberanos aos quais elas ndo séo leais.
8. Marco tentou nar César.

Os fatos descritos por estas sentengas podem ser representados como um conjunto de fbf's na
|6gica de predicados como se segue:

1. Marco er'aum homem.
homem(Mar co)

Esta representacéo captura o fato critico de Marco ser um homem. N&o h4, entretanto, a
informaco de tempo verba. Mas para este exempl o, isto ndo é relevante.

2. Marco eraum pompeiano.
pompeiano(Mar co)
3. Todos 0s pompeianos eram romanos.
" X: pompeiano(x) ® romano(Xx)
4. César eraum soberano.
soberano(Cesar)
5. Todos os romanos ou eram leais a César ou 0 odiavam.
" x: romano(x) ® leal(x,Cesar) U odiar(x,Cesar)
6. Todos 2o leaisaaguém.
" x:$y: leal(x,y)
7. As pessoas somente tentam nar soberanos aos quais elas ndo sdo leais.
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" x:"y: pessoa(x) U tentarassassinar (x,y) ® @leal(x,y)
8. Marco tentou nar César.
tentarassassinar (Marco,Cesar)

Através deste breve exemplo, foi possivel perceber que ndo € téo simples passar sentencas
do Portugués para a forma de comandos |6gicos. Suponha que se desgle usar estes comandos para
responder a questéo

“Marco eraled aCésar?’

Parece que usando 7 e 8, da para concluir que Marco néo era leal a César (ignorando a
distin¢do entre passado e presente). Agora, vai-se tentar produzir uma prova formal, raciocinando
"paratrés’ (backward), a partir da meta desgjada:

@l eal (Marco,Cesar)

A fim de provar a meta, necessita-se de regras de inferéncia para transforma-la em outra
meta (ou possvelmente, um conjunto de metas) que pode, por sua vez, ser transformada, e assm
por diante, até que ndo hga mais metas insatisfeitas. A figura 1 mostra uma tentativa para produzir
uma prova da meta, reduzindo o conjunto de metas até o conjunto vazio.

O problema é que, ainda que se saiba que Marco era um homem, ndo ha maneira de
concluir que Marco era uma pessoa. Precisa-se adicionar a representacéo de um outro fato ao
Sstema

Jleal(Marco,Cesar)

- (7, subgtituicéo)
pessoa(Marco) U
soberano(Marco) U
tentarassassinar(Mar co,Cesar)

- (4
pessoa(Mar co)
tentarassassinar(Mar co,Cesar)

- (8

pessoa(Mar co)

Fig. 1. Umatentativa de prova para“ @leal (Marco,Cesar)”

9. Todos 0s homens sdo pessoas.
" X: homem(x) ® pessoa(x)

Agora da para satisfazer a Ultima meta e produzir uma prova que Marco néo era led a
César.

Deste exemplo smples, pode-se perceber trés pontos importantes, na conversio de
sentencas do portugués em comandos |égicos:
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- Muitas sentencas do portugués séo ambiguas (por exemplo, 5, 6 e 7 acima). A escolha da
interpretacéo correta pode ser dificil.

- Exigte freglientemente uma escolha de como representar 0 conhecimento. Representactes
smples sdo desgavels mas eas podem impedir certos tipos de raciocinio.

- Mesmo em situages muito smples, um conjunto de sentencas Ndo parece corter toda a
informagdo necess&ria para raciocinar sobre o tépico em questdo. Para ser capaz de usar um
conjunto de comandos efetivamente, € muitas vezes necessario ter a um outro conjunto de
comandos que representam fatos consi derados ébvios demais para mencionar.

Um outro problema surge em situagdes onde ndo se conhece de antem&o quais comandos
deduzir. No exemplo apresentado, 0 objeto era responder a questéo "Marco era lea a César?”
Como um programa poderia decidir se ele deveriatentar provar

leal(Marco,Cesar)
ou

@ eal(Marco,Cesar)

2.0.2. Fungdes e predicados computavels

No exemplo visto, todos as fatos simples eram expressos como combinagdes de predicados
individuas, tais como:

tentarassassinar (Mar co,Cesar)
Isto € interessante se 0 nUmero de fatos ndo é muito grande ou se os fatos so suficientemente

desestruturados. Mas suponha que se desga expressar fatos Smples, tals como 0s seguintes
relacionamentos "maior-que’ e "menor-que’;

ma(1,0) me(0,1)
ma(2,1) me(1,2)
ma(3,2) me(2,3)

E dbvio que ndo é desgével ter que escrever a representacdo de cada um destes fatos
individuamente. Neste caso é (til ampliar a representacdo usando os predicados computével's.

E também interessante ter fungBes computéveis assm como os predicados. Entdo pode-se
ser capaz de calcular averdade de

ma(2+3,1)

Paraisto, € necessario primeiro cacular o valor dafuncdo mais, dados os argumentos 2 e 3, e entdo
enviar csargumentos5e 1l ama.
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O proximo exemplo mostra como estas idéas de fungdes e predicados computével's podem
s Uteis. Ele também faz uso da nogéo de igua dade e permite que objetos iguais sgam subgtituidos
um pelo outro quando isto for interessante durante uma prova.

Congdere 0 seguinte conjunto de fatos, novamente envolvendo Marco:

1. Marco eraum homem.
homem(Mar co)
2. Marco eraum pompeiano.
pompeiano(Mar co)
3. Marco nasceu em 40 D.C.
nascer (Marco,40)
4. Todos os homens s&o mortais.
" x: homem(x) ® mortal (x)
5. Todos 0s pompeianos morreram quando o vulcdo entrou em erupcdo em 79 D.C.
erupcao(vulcao,79) U " x: [pompeiano(X) ® morreu(x,79)]
6. Nenhum mortd vive mais de 150 anos.
" x: t1" t2: mortal (x) U nasceu(x,t1) U ma(t2-t1,150) ® morto(x,t2)
7. Agoraé 1997.
agora = 1997
8. Vivo ggnificando morto.
"X tvivo(x,t) ® @morto(x,t)] U [@morto(x,t) ® vivo(x,t)]
9. Se dguém morre, entéo ele esta morto para sempre.
"X tL" t2: morreu(x,tl) U ma(t2,t1) ® morto(x,t2)

1. homem(Mar co)

2. pompeiano(Mar co)

3. nascer(Marco,40)

4." x: homem(x) ® mortal(x)

5. erupcao(vulcao, 79)

6. " X: [pompeiano(x) ® morreu(x,79)]

7." x" t1:" t2: mortal(x) U nasceu(x,t1) U ma(t2-t1,150) ® morto(x,t2)
8. agora = 1997

9." x tvivo(x,t) ® @morto(x,t)] U [@morto(x,t) ® vivo(x,t)]

10. " x:" t1" t2: morreu(x,tl) U ma(t2,t1) ® morto(x,t2)

Fig. 2. Um conjunto de fatos sobre “Marco”.

Um conjunto de todos os fatos representados esta na figura 2. (A numeracdo mudou um
pouco, pois a sentenca 5 foi quebrada em duas partes.) Agora pode-se tentar responder a questéo
"Marco estavivo?' provando:

@vivo(Mar co,agora)
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As provas séo mostradas nas figuras 3 e 4. O termo nil no fina de cada provaindica que a lista de
condigdes restantes a serem provadas esta vazia e, portanto, a prova foi bem sucedida. Note que
nestas provas quando um comando da forma:

aUb® ¢
foi usado, a e b sfo estabel ecidos como submetas independentes. Pode-se satisfazer a meta

nasceu(Mar co,t1)

usando o comando 3 fazendo aligacdo det1 a40, mas deve-se também ligar t1 a40 em
ma(agora-t1,150)

jaque osdoistl's so amesma variavel no comando 4, da qual as duas submetas vieram. Um bom
procedimento de prova computaciona deve incluir uma forma de determinar que uma unificagéo
exige e também uma forma de garantir subgtituigdes uniformes durante a prova.

@vivo(Marco,agora)
- (9,subdtituicéo)
morto(Marco,agora)
- (10,substituico)
morto(Marco,t1) U ma(agora,tl)
- (5,subgtituicdo)
pompeiano(Marco) U ma(agora, 79)
-
ma(agora,79)
- (8,aubdtitui iguas)
ma(1997,79)
- (cdculama)
nil

Fig. 3. Umaformade provar que “Marco EstaMorto”.

@vivo(Mar co,agora)

- (9, subgtituicéo)

morto(Mar co,agora)

- (7, subgtituicéo)
mortal (Marco) U
nasceu(Marco,t1) U
ma(agora-t1,150)

- (4, subdtituicdo)
homem(Marco) U
nasceu(Marco,t1) U
ma(agora-t1,150)

- (@
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nasceu(Marco,t1) U
ma(agora-t1,150)

- 9
ma(agora-40,150)

- (8)
ma(1997-40,150)

- (cdculasubtracdo)

ma(1957,150)
- (cdculama)
nil

Fig. 4. Umaoutraformade provar que “Marco EstaMorto”.

Olhando as provas mostradas, duas coisas devem ficar claras.
- Mesmo conclusdes smples podem precisar de muitos passos para provar.

- Vé&ios processos, tais como unificagdo, subgtituicdo e aplicacdo de modus ponens sdo
envolvidas na producdo de uma prova.

2.1. LOGICA SENTENCIAL OU CALCULO PROPOSICIONAL

A motivacio para se estudar 6gica num curso de Intdigéncia Artificid € de usr edta
linguagem artificid como uma ferramenta para fazer deducéo 16gica em base de conhecimento.

2.1.1. Sntaxe das linguagens proposicionais

Dado um dfabeto a, uma cadeia sobre a é uma sequéncia de simbolos de a. Uma
linguagem sobre a € um conjunto de cadeiasde a.

Definicdo 1.1: Um alfabeto proposicional a consste de

simbolos [6gicos.
pontuacdo:  (,)
conectivos:. @ (negagao)
U (conjuncao)
U (diguncao)
® (implicacéo)
« (bi-implicacéo ou bi-condicional)
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simbolos ndo-16gicos. um conjunto finito P de simbolos proposicionais diferentes dos simbolos
l6gicos. Ex. P, Q, etc.

Todas as definicbes a seguir tém por base o afabeto proposiciond a.

Definicdo 1.2: O conjunto de formulas proposicionais (ou Smplesmente formulas) € o menor
conjunto de cadeias satisfazendo as seguintes condicdes:.

(i) todo simbolo proposiciona é uma férmula;
(i) sePeQ sfo formulas, entio @ P), P U Q), PUQ), (P® Q) e (P ° Q) tanbém sk
formulas.

Definicdo 1.3: Uma formula Q € uma subformula de uma formula P se e somente se Q € uma
subcadeia de P. Em outras paavras, toda subcadeia de P que ainda for uma formula é uma
subférmula

Definicdo 1.4: A linguagem proposicional, denotada por L(a), € o conjunto das férmulas
proposicionais.
2.1.2. Semantica das linguagens proposicionais

As férmulas de uma linguagem proposiciond, incluindo os simbolos proposicionals, teréo

como sgnificado os vaores-verdade FALSO ou VERDADEIRO, abreviados F e V, respec-
tivamente.

Definicdo 1.5: Sga P o conjunto de simbolos proposicionais de a. Uma atribuicéo de valores-
verdade paraa (ou Smplesmente umaatribuicdo paraa) éumafuncdoa:P® {F,V}.

Definicdo 1.6: Sgja a uma atribuicdo de vaoresverdade. A funcéo de avaliacdo para L(a)
induzida por a éafuncdov: L(a) ® {F,V} definidada seguinte forma (Obs. note que aatribuicéo
€ parasimbolos proposicionais e aavaliacao € paraformulas):

V(A) =a(A), se A €um simbolo proposiciona

V(@P) =V,sev(P)=F
=F,sev(P) =V

v(PU Q) =V,sev(P)=v(Q) =V
= F, em caso contrario

v(PU Q) =F,sev(P)=v(Q)=F
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V, em caso contrério

viP® Q) F,sev(P)=Vev(Q) =F

=V, em caso contrario

v(P« Q) =V, seVv(P)=v(Q)
= F, em caso contrario

Definicdo 1.7: Sgam P e Q conjuntos deformulasem L(a) e R umaformulaemL(a).

(& R é verdadeira em uma atribuicéo de vaores-verdade a se e somente se V(R) = V. Em caso
contr&io, R éfalsa.

(b) R éumatautologia se e somente se, para toda atribui¢do de valores-verdade a, v(R) = V. 1s0
corresponde auma colunainteirade V (verdadeiro) natabela-verdade.

(¢) uma atribuicéo de valores-verdade a satisfaz a P, ou a €um modelo para P, se e somente se,
paratoda formula S em P, v(S) = V. Is0 corresponde a uma linha inteira de V (verdadeiro) na
tabel a-verdade.

(d) P é satisfativel se e somente se existe uma atribuicéo de valores-verdade a que satisfaz P. Em
caso contrario, P é insatisfativel .

(e) R é uma consequiéncia logica de P, ou P implica logicamente R (notagdo: P |= R), se e
somente se, para toda atribuicdo de valores-verdade a, se a satifaz P entéo a satisfaz R.

(f) P é tautologicamente equivalente a Q (notagdo: P || Q) se e somente se toda formula de Q
for consegliéncialogicade P e vice-versa,

2.1.3. O Método da tabela-verdade

O método da tabela-verdade baseia-se na observacéo de que, se P € um conjunto finito de
férmulas e Q € umaférmula, hd um nimero finito de simbolos proposicionas ocorrendo em Q e nas
formulasem P. Logo, ha um ndmero finito de atribui¢des de vaores-verdade distintas para estes
simbolos. Assim, para decidir se Q € uma consequiéncia logica de P, basta enumerar todas estas
atribuigdes e, para cada uma ddlas que satisfizer a todas as formulas em P, testar se ela também
satisfaz a Q. Se esta condi¢do for sempre observada, entéo pode-se airmar que Q é uma
consequéncialogicade P. Note que, se a ndo satisfizer adgumaformulaem P, o vaor que a aribui
aQ ndo importarg, pelaformacomo aimplicacéo l6gicafoi definida. Este método também pode ser
usado para decidir se uma formula é satidfativel ou se dois conjuntos finitos de formulas so
tautol ogicamente equivaentes.

Exemplo: Sga P o seguinte conjunto de férmulas:
1.A® B
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2.BUA
3.B,
sga Q o seguinte conjunto de férmulas:
1.AUB
2B® A

esgaRaformua@dB® A

vamos congtruir a tabela-verdade para estes conjuntos

1 2 3 4 5 6

A B A® @B | BUA B AUB B® A | ZB® A
F F \Y F F F Vv F

F V \Y} F \Y} V F V
\Y} F \Y} F F V \Y} \Y;
Vv V F V \Y; V \Y; V

Observe, que parao conjunto P (colunas 1, 2 e 3), ndo existe nenhuma atribuicéo (linha da tabela
verdade) que o satisfaga, ou sga, ndo existe nenhuma atribuicdo que resulta sempre em verdadeiro
para P. Logo, P é insatisfativel. Ja para o conjunto Q (colunas 4 e 5), exisem duas atribuices
(A=V, B=F e A=V, B=V) que satisfazem este conjunto, logo Q é satisfativel. Como a férmula R
(coluna 6) também é verdadeira para as duas aribuigdes que satisfazem Q, diz-se que R é
consequiéncia logica de Q, ou que Q implica logicamente R. Obsarve também que P e Q ndo sdo
tautol ogicamente equiva entes.

2.2. Légicade Primeira Ordem

A Logica de primeira ordem, ou Céculo de Predicados de Primeira Ordem (CPPO) pode
ser caracterizada como um sistema forma apropriado a defini¢go de teorias do universo de discurso
da Matemética. A motivacdo para se estudar esta logica € que a logica sentencial ndo da conta da
representacao de frases do tipo:

Socrates € homem.

Platdo é homem.
Todos os homens sdo mortais.

2.2.1. Sntaxe das linguagens de primeira ordem

Definicdo 2.1: Um alfabeto de primeira ordema consste de:

simbolos | 6gicos.
pontuacao: ()
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conectivos: @, U,U,®,«
guantificadores: " (quantificador universa)
$ (quentificador existencid)
variaveis. um conjunto de simbolos digtintos dos demas, por convencéo,

representadas por letras mindsculas do find do afabeto: X, y, z, etc.
simbolo de igualdade (opciond): =

simbolos ndo-légicos: Um conjunto, possvemente vazio, de constantes didtintas dos demais
simbolos, por convencgdo, representadas por |etras mintsculas do inicio do dfabeto: a, b, ¢, etc.

Para cada n > 0, um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos funcionais n-arios digtintos dos
demais simbolos (O simbolo funciona representa a fungdo da computac@o, que efetua um cdculo e
retorna um valor), por convengéo, representados pelas letras minlsculas a partir da letra f (de
funciond): f, g, h, ec.

Para cadan > 0, um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos predicativos n-arios distintos dos
demais simbolos (O simbolo predicativo, ou predicado, representa uma relacdo entre objetos, ou
sgja sua avaiacdo serd verdadeira ou falsa), por convencéo, representados por |etras maitsculas. P,
Q, R, etc.

Todas as definicdes a seguir fazem referéncia ao dfabeto de primeiraordem a.

Definicdo 2.2: O conjunto de termos de primeira ordem (ou Smplesmente termos) é o menor
conjunto satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) todavariave é um termo;

(ii) toda congtante € um termo;

(i) sty ,...,t, sfotemaosef éum simbolo funcionda n-&rio, entéo f(ty ,...,t, ) também é um termo.
Definicéo 2.3: O conjunto de férmulas € o menor conjunto satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) sety,...tn sdo termos e P € um simbolo predicativo n-&rio, entdo P(t; ,...,t, ) € uma formulg,
chamada de férmula atdmica. (Observe gque os argumentos do predicado sdo termos, ou sgia,

podem ser congtantes, varidveis o simbolos funcionals, mas nunca outros predicados).

(i) &t ...ty SSotemose"=" € um simbolo de a, entdo (t; = & ) € uma formula, também
chamada de férmula atémica.

(iii) se P e Q sfo formulas, entio @ P), P U Q), P UQ), (P ® Q) e (P « Q) também Sio
formulas.

(iv) e Péumaférmulaex é umavariavd, entéo " x(P) e $x(P) também séo formulas.
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Definicdo 2.4: Umaformula Q é uma sub-férmula de uma férmula P se e somente s2 Q € uma
subcadeiade P.

Definicdo 2.5: A linguagem de primeira ordem, denotada por L(a), é o conjunto de termos e
férmulas de primeira ordem.

Definicéo 2.6:(a8) Em umaférmuladaforma™ x(Q) (ou daforma$x(Q)), Q é o escopo de " x (ou
de $x).

(b) Umaocorrénciade umavariavel x em umaférmula P é ligada em P, se a ocorréncia se da em
uma subférmula de P da forma " x(Q) ou da forma $x(Q). Caso contré&rio, a ocorréncia de x €
livre. Ou sga, a ocorrénciade x € ligada se x ocorrer dentro do escopo de seu quantificador.

(c) Umavariavd x élivre em P se existe uma ocorréncialivre de x em P.

(d) Uma férmula P € uma sentenca se e somente se nenhuma varidvel ocorre livre em P. Por
exemplo, " x (A(X) U B(y)) ® C(x) ndo € uma sentenca, pois a variavel y ocorre livre (ndo existe
quantificador para ela, e a segunda ocorrénciade x também € livre (estafora do escopo de™” x).

Definicdo 2.7: () Dada uma férmula P, com varidves livres Xy,...,Xn, 0 fecho universal de P é a
formula” x; ..." X, (P) e o fecho existencial de P é aférmula$x; ...$x, (P).

(b) Umaférmula P esta naforma normal prenex se e somente se P for da forma Q(M) onde Q, o
prefixo de P, € uma cadeia de quantificadores e M, a matriz de P, é uma formula sem ocorréncias
de quantificadores. Ou sga, forma norma prenex € quando se tem todos os quantificadores a
esquerda da férmula. Por exemplo, aformula, que € uma sentenca, " x$y (A(X,y) ® B(X)) eta na
formanorma prenex, mas aférmula, que também é uma sentenga, " X A(X) ® $y B(y) ndo esta

(©) Umaformula P € uma conjuncéo se e somente se, omitindo-se os parénteses, for da forma P,
U..UP,.

(d) Umaformula P € umadisjunco se e somente se, omitindo-se os parénteses, for daforma P, U
. UP,.

(e) Umaformula P esta em forma normal conjuntiva se e somente se edtiver em forma norma
prenex e a sua matriz for uma conjuncéo de diguncgdes de formulas atdmicas, negadas ou ndo. Por
exemplo, " x$y ((A(x,y) U B(x)) U (B(y) U A(y,y)), est& na forma norma conjuntiva. E " x$y
(A(x,y) U B(x)) também esta. E " x$y (A(X,y) U B(y)) também, assim como " x$y (A(x,y)). Por
que ?

Regra de Inferéncia (M odus Ponens):
MP. apartirdePede (P® Q), deduzaQ
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2.3. Notagéo Clausd

Definicéo 3.1:

(@ Um literal positivo € umaférmulaadmica

(b) Um literal negativo € a negacéo de uma formula atbmica

(¢) Um literal é ouum literd positivo ou um literd negativo.

(d) Daisliteraistém sinais opostos se e somente se um deles for positivo e o outro for negativo.

(e) Daislliterais so complementar es se e somente se um deles for a negacéo do outro.

(f) UmaformulaabmicaF € o &tomo de um literd L, denotado por |L|, se e somente se L for F ou
F.

Definicdo 3.2: Uma clausula é ou uma seqiéncia ndo vazia de literais ou a clausula vazia,
denotada por "1™

Definicdo 3.3: A linguagem de clausulas é o conjunto de todas as clausulas.

Definicdo 3.4: Umainterpretacdo | satisfaz uma clausula néo vazia C (denotado por | |= C) se e
somente se | satisfaz a sentenca F definida como

" X]_ ..." Xm (Ll U U Ln)

onde Xy ,....Xm SA0 asvaiaveisocorrendoem Cel, ,..,L, sfo osliterais de C. Diz-se ainda que
C e F sd0 equivalentes. Por convencdo, a clausula vazia é sempre insatisfativel. Com edta
definicdo, estdse querendo dizer que, gpesar da clausula, por definicdo, ser uma sequéncia de
literais, estes literais est@o ligados através de digungdes, muito embora aguns autores ndo as tornem
explicitas na sua representacdo. Pode-se dizer entdo, que uma clusula é uma diguncdo de
literais.

3.A. Representacdo clausal de férmulas
Definicdo 3.5: Um conjunto de clausulas S € uma representacao clausal para umaformulaP se e

somente se P é satisfativel se e somente 2 S é satidfative.

A obtencdo da representacdo clausd de uma formula € um processo mecénico, como
descrito a seguir:
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Algoritmo 3.1: Algoritmo de Representacéo Clausal

entradac umaformula P
saida: umarepresentac@o clausal S para P

(@ Tome o fecho existencid de P

Se P contiver uma varidve livre X, subgtitua P por $x(P). Repita este passo até que a
formulanéo tenha variaves livres

(b) Elimine quantificadores redundantes

Elimine todo quantificador ™ x" ou "$x" que ndo contenha nenhuma ocorréncia livre de X no
seu escopo. (Ou sga, dimine todo quantificador desnecessario).

() Renomeie variave's quantificadas mais de uma vez.

Se houver dois quantificadores governando a mesma variave, subditua a variavel de um
deles e todas as suas ocorréncias livres no escopo do quantificador por uma nova variavel que néo
ocorra na formula Repita 0 processo até que todos os quantificadores governem variavels
diferentes.

(d) Elimine os conectivos'® " e "« "

Substitua:

Q®R  por (@QUR
Q« R por  (GQUR)U(QUDZR)
AQ® R) por (QUYR)

@Q« R por (QU@R)U(@QUR)
(e) Mova"@' parao interior daformula

Até que cada ocorréncia de "d" preceda imediatamente uma formula atdmica, substitua

@' x(Q) por  $x(2Q)
2$x(Q) por " x(2Q)

A QUR) por (2QU@R)
AFQUR) por (2QU @R)

%%8) por Q

(f) Mova os quantificadores para o interior da férmula (opcional)
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Subgtitua, caso X ndo sgalivieem R,

"X(QUR) por "x(QUR
"Xx(RUQ) por RU"x(Q)
"X(QUR) por "x(QUR
"Xx(RUQ) por RU"x(Q)

$x(QUR) por $x(QUR
$x(RUQ) por RUSXOQ)
$x(QUR) por $x(QUR
$x(RUQ) por RUSXOQ)

(9) Elimine os quantificadores exigenciais

Sga Q afdérmula corrente. Crie a nova formula corrente subgtituindo a subférmula de Q da
forma '$y(R)", que se Situa mais a esquerda, por "R[Yf(Xy,...,Xn )]", onde X,...,Xn € uma liga de
todas as variaveis livres de "$y(R)" e "f" é quaquer simbolo funciond n-&rio que néo ocorre em Q.
Quando néo houver variaveis livres em ‘$y(R)", subdtitua "$y(R)" por "R[y/c]", onde "c" é uma
constante que ndo ocorre em Q. Repita 0 processo até que todos os quartificadores exigenciais
tenham sdo diminados.

Na verdade, deve-se pegar 0 escopo do quantificador existencid e verificar se, dém da
vaiavd gquantificada exigencidmente, exise dguma variavel ocorrendo livre neste escopo? Se
exidir, subgtitui-se a variavel existencid por uma funcéo de todas as variavels que ocorrem livre. Se
ndo, subgtitui-se a varidvel existencia por uma congtante. A explicagdo para este procedimento
pode ser entendida através do seguinte exemplo. Para a sentenca ambigua da linguagem natural

Todo homem ama uma mulher.

Edta sentenca tem pelo menos duas leituras possivels. Numa, cada homem ama a sua mulher,
portanto para cada homem (sfo todos) existe uma mulher que ele ama. Ja numa outra leitura, existe
uma Unica mulher, que € representada por uma constante a, que todos os homens amam. Logo as
leituras gerariam as seguintes formulas:

" x$y (HX) UM(X) ® A(x, y))
By" x (HX) UM(X)) ® A(X,y))

Observe que a diferenca das interpretacbes esta agpenas nos escopos dos quantificadores. A
primeira formula gerara uma representacdo, onde y serd subgtituida por um f(x), ou sgja, cada
homem tem a sua mulher, portanto y que € mulher € funcdo de x, que € homem. Na segunda formula
0 Yy serasubdgtituido por uma congtante, pois € amesma mulher que todos os homens amam.

Exemplo. Naformula $x" y ((P(x) U Q(y)), substitui-se avariavel x por uma congante a,
pois no escopo do quantificador existencid, que é " y ((P(X) U Q(y)), nenhuma varidvel dém do x
ocorre livre. Logo, aformulafica" y (P(a) U Q(y)). Janaformula” y$x (P(x) U Q(y)), substitui-se
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x por f(y), pois no escopo do quantificador existencia que é (P(x) U Q(y)), dém do x, o y ocorre
livre, logo subdtitui-se avariave x por umafuncdo davariavd livrey, ou sga, f(y). Assm, aformula

fica” y (PAf(y)) U Q).

Os novos simbolos funcionais assm introduzidos sfo chamados de fungdes de Skolem e 0
processo de substituicdo é chamado de Skolemizacgéo.

(h) Obtenhaaformanorma prenex
Mova os quantificadores universais para a esquerda.
(i) Obtenha aformanorma conjuntiva
Até que a matriz da férmula sga uma conjuncao de disjungdes, subgtitua:

(QUR)US por (QUSURUYS)
QURUS por (QURU@QUS

() Smplifique (opciond)

Trandforme a férmula Q resultante do passo (i) em outra mais Smples S ta que S ainda
edga em forma norma conjuntiva (sem quantificadores exisenciais) e Q sga isfdivd s e
somente se So for.

(k) Obtenha a representacéo clausal

A representaco clausal S da formula inicid P sera o conjunto das clausulas da forma Ly
..L, tasquel; U...U L, éumadiguncio damatriz daférmularesultante do passo anterior. Cada
clausula deve ficar numa linha (diguncéo de literais) e clausulas em linhas diferentes pressupde
conjuncdo de clausulas.

EXERCICIOS PROPOSTOS

2.1. Conddere as seguintes frases:

a) Josuado gosta de todos os tipos de alimentos.

b) Macas sdo dimentos.

) Gdinha é dimento.

d) Qualquer coisa que qualquer um coma e ndo morra € dimento.
€) Veasquez come amendoim e ainda esta vivo.

f) Solange come tudo o que Ve asguez come.

a) Traduza essas frases em formulas dal6gica de 12 ordem.
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b) Converta as formulas da parte () em clausulas.
2.2. O que estd errado com 0 seguinte argumento?

a) Os homens estéo amplamente distribuidos sobre a Terra.
b) Socrates € um homem.
c) Portanto, Socrates estéa amplamente distribuido sobre a Terra.

Como os fatos representados por estas frases devem ser colocados na légica para que este
problema ndo surja?

2.3. Converta as seguintes sentencas em forma clausa:

8" X"y (@Q(xy) ® DP(xy))

b) " x"y (Px.y) ® (Q(xy) UR(x.y)))

0" X"y (Pxy) ® QX))

d) @' x$y (Pxy) ® Q(Xy)) )

e J'x(PX)® ("y (PY)® P(f(xy) U@y (QKxy) ® P(y)))
f) " x (PX) ® P(x))

g) @' x PX) ® $x TP(x)

2.4. Consdere ainterpretacéo a em légica proposiciona dada por:
alP)=Fea(@Q=alR) =V

Qud o valor verdade da férmula abaixo segundo estainterpretacdo?
@PUQU(P® (QUR)

2.5. Mostre que cada uma das seguintes formulas é uma tautologia:

3 (P® Q® (RUP)® (RUQ)
b)(P® Q® (ZQ® ZP)

2.6. Proveque: " z(Q@2) ® P2)® ($x (Q(X)® P(@) U (Q(x) ® P(b)))
2.7. Mostre que:

aP® (Q® R° (PUQ® R

b)P® Q° IQ® TP

PU@QUR)® (ZPUQ)® R
d(P® Q® P°P
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